Uebungen - Praktikum Kap. 8 / 1
Thema des Kapitels: Elementare Zahlentheorie/ Zahlenalgebra  ISB, WIR90

1.

b2

Repetitionsaufgabe: Konstruieren Sie eine Schaltung (Boolsche Ausdriicke, Schaltbild), die

a) 2 einstellige Dualzahlen addiert
b) 2 zweistellige Dualzahlen addiert
b) 2 zweistellige Dualzahlen multipliziert

c) 3 einstellige Dualzahlen addiert

Was ist a) eine kommutative Halbgruppe

b) ein Halbgruppenring ?

mit Einselement ?

a) Was verstehen wir unter "Induktion in den Naturwissenschaften"?

b) Was ist "volistindige Induktion"?

¢) Was sind die Schritte in einem Induktionsbeweis?

Beweisen Sie mit Hilfe der vorher bewiesenen Sdtze und der Axiome von Peano die

Kommutativitdt der Multiplikation.

Beweisen Sie folgende Aussage A(n):

A(n) = "n Geraden schneiden sich in ciner Ebene in hochstens

Schnittpunkten.”

Beweisen Sie die folgenden Aussagen (falls moglich):

61. n =25 = 205 p? 6.2.

63. V :6l(T™ - 1) 6.4.

nEN

Beweisen Sie die folgende Aussage:

n
VheN : ) K = 124224324 .4n? =
k=1

n(n-1)
2

n2 + n+ 43 € P

VnE]N . n|[d+@+1)>+(n+2)3]

n (n+l) (2n+1)

6

Fortsetzung: Riickseite
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8. "Tiirme von Hanoi': Auf einem horizontalen Brett sind in Abstdnden 3 senkrecht stehende
Stifte angebracht. Einer der Stifte dringt in n runde, ungleich grosse, in der Mitte gelochte
Scheiben, die so aufeinender liegen, dass jeweils die ndchst kleinere auf der nédchst grosseren
suht. Nun will man die Scheiben durch aufspiessen auf die anderen Stifte so umschichten, dass
nie eine grossere auf eine kleinere zu liegen kommit.

Frage: Wieviele Umlegungen sind notig?

Anleitung: Losen Sie das Problem in Reihenfolge zuerst fiir 1, 2, 3, 4, 5, 6 Scheiben.
Sie erhalten eine Zahlenfolge, aus der sich dann die Formel fiir n Scheiben
vermuten ldsst. Beweisen Sie dann die Vermutung durch vollstindige Induktion.

9. Beweisen Sie die Aussage:

"In einem konvexen n-Eck gibt es n(n-3)/2 Diagonalen."

10. Versuchen Sie zu beweisen:

v 1 1 1 n
a) : + + - =
n€N 14 2.3 n(n+1)  n+l
(2n+1)°
) VpemN: 1 +2+3 4 ..+ (@l)+n=—"—"
i 18 = 2 - 6/3
1.2+2-3 = 8 = 24/3
1-2+2-3+34 = 20 = 60/3
1.2+2-3+3-4+4.5 = 40 = 120/3
Suchen Sie das allgemeine Gesetz und beweisen Sie es.
12. Was heisst "wohlgeordnet” 7
13: a) Definieren Sie "ggT" und "kgV" zweier Zahlen n, und n, .

b) Beweisen Sie:  ggT(ny,n;) - kgV(ny,n;) = ny - 0y

14. Wieso muss man die natiirlichen Zahlen IN zu den ganzen Zahlen Z. erweitern?

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispicle wahrend den
Theoriesiunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufii-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls moglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.



Uebungen - Praktikum Kap. 8 / 3 KIaSSE: woorrvvernn.

Thema des Kapitels: Elementare Zahlentheorie/ Zahlenalgebra — ISB, WIR90

15.  Begriinden Sie: "Die Teilbarkeitsrelation ist reflexiv, transitiv, aber nicht unbedingt
symmelrisch.”

16.  Zeigen Sie, dass folgende Relation eine Aequivalenzrelation ist:
(s, m) ~¥ (t,n) < m +t = s +n

17.  Begriinden Sie: (N, +, ) = (Z, +, )

18.  Beweisen Sie: la] - |b] € |a £ b] £ ]a] + |b]

19, Definieren Sie folgende algebraische Strukturen und geben Sie Beispicle (Modelle):

a) Halbgruppe b) Gruppe
¢) Ring d) Integritatsbereich
e) Korper f) Vektorraum

20. Worin liegen die Bedeutungen der Gruppen, worin die der Halbgruppen?

21.  Zeigen Sie, dass folgende Aussage wahr ist:

Viez : @Z, +, ) (mit aZ := {a-n | n€ Z.}) ist Integritiatsbereich

t2
$9]

Worin unterscheiden sich (Z., +, -) von (aZ, +, ) (a = 0 V a = 1) ?

23. Seien x und y beliehig €Z. Suchen Sie die von x wund 'y unabhangigen
Teiler von folgendem Ausdruck:
100010 x + 97461 y .

24.  Begriinden Sie, wieso es nicht nur endlich viele Primzahlen geben kann!

Erstelle Sie ein Computerprogramm, das Ihnen etwa die ersten  "1000"  Primzahlen
berechnet. Nach welchem Gesetz verhdlt sich wohl "die Anzahl der Primzahlen bis zur
Zahl n " ? Hinweis: Versuchen Sie es mit einer graphischen Darstellung!

o
(9]

Fortsetzung: Riickseitc
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26.  Bestimmen Sie g.g.T. und k.g.V. folgender Zahlenpaare:
a) (10’010, 97°461) b) (758, 242) c) (999638, 44032)

Benutzen Sie den Algorithmus von Euklid.

27. Hat die folgende Gleichung ganzzahlige Losungen? m-41 + n-59 =1
28.  Suchen Sie x€IN  minimal so, dass die folgende Gleichung eine ganzzahlige Losung hat:
m-127 + n-552 = X

29. a) Was ist ein Hauptideal ?

b) Was ist die "lineare Hiille M einer Menge von ganzen Zahlen" ?
¢) Sei M = {r,s, t} C Z. Zeigen Sie: ey ¢ M=n-Z

d) Sei M = {12, 16, 20}. Berechnen Sie n mit M = n-Z !

30. Berechnen Sie X :

30.1. 89 = 25 (mod x) 30.2. 89 1 (mod x)

30.3. 153 = -7 (mod x) 30.4. 10101 = x (mod 13)

31. Ist die folgende Aussage wahr?
[a = b (mod m) A ggTc, m) =t A m = k-t] =

= [a-c=Db-c(modm © a=b (modKk) ]

32. a) Stellen Sie die Additions- und Multiplikationstafeln auf von z,, Zs, Zg.
b) Lasen Sie jeweils die Gleichung:

[4]

[5]

b1) [3] o [x] = [4] b2) [4] o [x]

b3) [4] o [x] = [5] b4) [3] o [x]

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispiele wahrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufii-
ren sind nur Aufgaben, dic zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls maoglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.



Uebungen - Praktikum Kap. 8 /s Klasse:

Thema des Kapitels: Elementare Zahlentheorie/ Zahlenalgebra  ISB, WIR90

33.  Suchen Sie aus der Multiplikationstafel von (Zg, +, -) die Nullteiler heraus!

34. Suchen Sie eine Klasse von n€IN, fir die gilt:
V(a. b)ElN2 : (a + b = a" + b" (mod n)

n
Hinweis:  Was ist mit den Binomialkoeffizienten (k) los fir n = p €FP 7

35.  Priifen Sie nach, ob die folgende Aussage wahr ist:
pEIP N a€Z = aP = a (mod p)
Hinweis: aP = (1+1+..+1)P = [1+(1+..+1)|P = 1P + (1+...+1)P = 1+..+1
(mod p), A. 34
36. Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 35 :

a€Z A pEPP = aP! = 1 (mod p)

37. Welche der folgenden Aussagen sind falsch? Und wenn ja, wieso?
a) (x - 3)x + 4) =0 b) (x-3)x+4) = 0
c) x>+ 1 =0 d) XX +1 =0
e) (x2 + L) = Or (mod n) f) (x> + 1) =0
38. 38.1. Ist  {p(x) Polynom iiber Z.} ein Integrititsbereich ?
38.1. X -3x+ 2 + px) = x> -2x + 8 p(x) = ?
38.2. (x + 35) p(x) = x¥-3x - 25 + 75 p(x) = ?
38.3. (x + 5) px) = x> - 5x + 25 p(x) = ?
39.  Berechnen Sie X :
39.1. x> - 13x + 5 = -17 + 22x (mod 11)

302, 5x + 1

I

4 (mod 80)

Fortsetzung: Riickseite
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40.

41.

43.

44,

Beweisen Sie:

-2

VoeN: @ -1 = (@' + ¢ 2+ ..+ +aq+1@g-1

Verwandlung in andere Zahlensysteme:

41.1. Verwandeln Sie 4156988,y ins Dual-, Oktal- und Hexadezimalsystem.

41.2. Verwandeln Sie 4931,, ins Bindr-, 16-er- und 8-er-System.

Rechnen in anderen Zahlensystemen (berechnen Sie von Hand):

42.1. 1001101, + 101101, 422, 1111010, - 1001101,
42.3. 110110, - 110011, 42.4. 1011, : 11, (Rest lassen)
42.5. 10111000, + 00111011, 42.6. 1011011, - 1001111,
42.7. 1100110 - 10101 42.8. 357215 + 674232

42.9. 8F97,, + D44C, 42.10. 163E3;, - D44Cy,
42.11. 568,) + 568 42.12. 6AE;q - 1710g

Exkurs in die Informatik: Was bedeuten die folgenden Begriffe (Auswahl) ?

43.1. Binirer Blockcode 43.2. Gepackter Dezimalcode
43.3. Dualer Festpunktcode - 43.4. Einer-, Zweierkomplementierung
43.5. BCD-Darstellung 43.6. Sedezimaler Gleitpunktcode

a) Wieso muss man das System der ganzen Zahlen zu den rationalen Zahlen erweitern?

b) Wie geschieht diese Erweiterung und was ist eine "rationale Zahl" ?

Zeigen Sie, dass die folgende Relation eine Agquivalenzrelation ist:

(s, m) ~ (t, n) : & s:n = m-t

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispiele wiahrend den

Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufii-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls maglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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Thema des Kapitels: Elementare Zahlentheorie/ @/ R/ Grenzwerte  ISB. WIR90

46. Was bilden die rationalen Zahlen mit "plus" und "mal" (Q, +, -) algebraisch fiir
eine Struktur? Welche Gesetze gelten da?

47.  Losen Sie in Q :
(2x + 4)?
(x - 2)

48. Was bedeutet: "Die rationalen Zahlen sind dicht?"

49. a) Ist jede rationale Zahl nach irgend einer Basis immer in einen periodischen Bruch
entwickelbar?
b) Ist jeder periodische Bruch eine rationale Zahl?

c) Ist ein Kettenbruch immer eine rationale Zahl?

50. Esist 32 + 42 = 52 dh 9 + 16 = 25. Ein solches Zahlentrippel wie (3, 4, 5)
heisst pythagordisches Zahlentrippel. Gelingt es Ihnen eine Formel zu entdecken, nach
der sich beliebig viele verschiedene soche Trippel erzeugen lassen?

51.  Was hat der goldene Schnitt mit den Kettenbriichen zu tun?

52.  Was bedeutet "die rationalen Zahlen haben Liicken" ?

53.  Was ist ein "Dedekindscher Schnitt" ?

54.  Demonstrieren Sie, dass gilt: l/_z g Q.

55. Wie verhalten sich die Michtigkeiten von IN, Z, Q) und R ? Wie argumentieren Sie?
56.  Was ist eine €-Umgebung eines Punktes?

57.  Definieren Sie die Begriffe:  a) Nullfolge

b) " <a,> — a (Konvergenz)

Fortsetzung: Riickseite
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58.  Kontrollieren Sie, ob folgende Folgen Nullfolgen sind:

(n® + 2n2 - n - 1/n?%)
58.1. 583, 1/|/ 2
(n2 - 1)(n2 + 1) + 2

59. Untersuchen Sie auf Konvergenz und berechnen Sie gegebenenfalls den Grenzwert:
59.1. <2%n + 3> 59.2. <(3n? - 2n° +7)/n°>
59.3. <x + x*/2> 594, <3 + 2n)/|/n®> + 1 >
59.5. <l/ﬁ /i + 1)> 59.6. <(1 + sin(n))/n>

60.  Stimmt die folgende Behauptung?  "<a,> Nullfolge < <|an|> Nullfolge”

61.  Formulieren Sie das Kriterium von Cauchy!

62.  Was ist ein Haufungspunkt?

63.  Untersuchen Sie, ob die folgende Folge konvergiert:
<1/10+2/102+3/103+4/104+...+8/108+9/109+0+1/1010+2/10“+...+9/1018+0/1019+

+0+2/102043/1021+...+9/1027+0/10%+1/10%2+0+3/10%+4/10°! +...>

64. Sei!'an:I+q+qz+q3+q4+_..+q“‘l
Zeigen Sie: a) <a,> konvergiert fir lq| <1, a, = 1/(1-q)

b) 1 + 0.5 + 052 + 0.5% + 05% + ... = ?

65.  Berechnen Sie falls moglich den Grenzwert!

65.1. a, = (1/n2 + 1)3 + 2/n® + 1/1/_11) 65.2. a, = a"/n!
65.3. a, = cos(l/n) 65.4. a, = nl/n 65.5. a, = g(2+3n)/n’
65.6. a, = sin(cos(sin(l/m)))  65.7. a, = 3sn(+1/m

65.8. a, = [cos(1/m)]sin(1/m) 65.9. a, = 7/(2n!) - 9" + 1/n

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispiele wihrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uecbungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls maglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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Thema des Kapitels: Elementare Zahlentheorie/ IR/ Grenzwerte

ISB, WIR90

66.

67.

68.

69.

Was bedeutet die Aussage: "f(x) hat fir x — x, einen Grenzwert y," 7

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, falls maoglich!

67.1.  lim cos(1/x) 67.2.  lim sin(x)
x—0 Xx—2
67.3.  lim sin(x)/x 674. lim (x + 2)/x
X— oo X— &0
X2 + x2) sin(x) 1 1
67.5. lim 67.6. lim c— + 2x ( )
X=roo 2 X—> &2 cos(X) X x + 3
Entscheiden Sie, ob  lim f(x) = lim f(x) ist.
xT0 x40
68.1. f(x) = [x] 68.2. f(x) = |1/x|
68.3.  f(x) = |/ || 68.4. f(x) = |¥|
68.5. f(x) = tan(x) - ctg(x) + sin(x) + cos(x)
68.6. f(x) = sin(x) - cos(x) + tan(x) - ctg(x)
68.7. f(x) = [sin(x)]an( 68.8.  f(x) = [cos(x)]tan()
Berechnen Sie und kontrollieren Sie nétigenfalls mit Mathematica:
69.1. lim 1/cos(x) 69.2.  lim x/cos(x)
x—0 x—0
1- cos(x)
69.3. lim x/tan(x) 694, lim ————
x=0 x—0 x2
X3+ 5x2 - 10x + 2
69.5. lim x - sin(x) 69.6. lim
x—0 x—=0 2x3 - 100100 x2
2x2
69.7. lim (x> - 1)/(x - 1) 69.8.  lim
x—l x—0 X
69.9. lim x/4x3 69.10. lim  3x/5x
x—0 x—0
Fortsetzung: Riickseite
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70.

7

73;

74.

5.

_ 5x . f(x)
Sei f(x) = 1 + Berechnen Sie lim
2+ x2 x—1 1 - x
1 - x27
Berechnen Sie durch Faktorisierung: 713 lim
x—1 1 - x
) 1 - xt
71.2. lim
x—=1 1 - x
Definieren Sie:  a) stetig b) linksseitig stetig c) stickweise stetig

d) gleichmassig stetig

Auf welcher Definitionsmenge sind die folgenden Funktionen stetig?

73.1.  f(x) = x 732, f(x) = sin(x)
73.3.  f(x) =+ l/? 73.4.  f(x) = 1/x
73.5.  f(x) = 1/(x> + 1) 73.6. f(x) = 1/sin(x)
737, il 73.8. f

7. (x) = - 20+ )x -7 8. (x) = sgn(x)
73.9. fx) = [x] 73.10. f(x) = 1/cos([x])
73.11. f(x) = tan(x) 73.12. f(x) = tan([x])

3x2 + 2x - 1

73.13. f(x) =

4x3 - 3x%2 + 2x - 1
Was ist die Zwischenwerteigenschaft stetiger Funktionen?

Wo sind die folgenden Funktionen unstetig?

1 1 1
75.1.  f(x) = — + . 75.2. f(x) = tan(x) - (sin(x)+cos(x))
X 1 -x x*-x
1 1 x fir x < -4
753, f(x) = b= 75.4. f(x) =
cos(x) sin(x - 2) x| fiar x 2 -4

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispicle wahrend den

Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufii-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Sioff gehoren.
Falls maglich, sind die Resuitate mit Mathematica zu kontrollieren.
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Thema des Kapitels: R/ Grenzwerte/ € ISB. WIR90

76.  Repetitionsaufgabe: a) Berechnen Sic das Inverse von [7] in (Z3 +, )
b) Berechnen Sic das Inverse von [39] in (Zy, +, )

Hinweis zu b): Kleiner Fermatscher Satz!

77.  Wo ist die folgende Funktion unstetig?

[x] x < -9
tx) = | x| -9 S x < -6
x| -6 < x < 0
X i
78.  Definieren Sie die folgenden Begriffe:
a) Untere Grenze b) Obere Grenze
¢) Infimum d) Supremum
¢) Minimum fy Maximum
g) Absolutes Minimum h) Absolutes Maximum
i) Relatives Mimimum i) Relatives Maximum
79. Was ldsst sich iiber eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall sagen?

80.  Begriinden Sie die Aussage: "Jede ungerade Funktion hat mindestens eine Nullstelle."

81.  Versuche sie, eventuelle Minima und Maxima zu finden!
811, & = I/ 81.2. f(x) = 1/x, I = [-3, -1]
81.3. f(x) = -cos(x) 81.4. fx) = (x - 1)(x - 3)
x2 - 2x - 6
81.5. f(x) =

Fortsetzung: Rickseite
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82.

o0
(93]

84.

86.

87.

Berechnen Sie:

82.11.

3.141592 - 3.14159° 82.2. (3.14159%)
3.14159318 . 3.14159°320  82.4.  (3.14159°%)
(1/3.14159)° 82.6. (-3.14159)3/4
((-2.157)° - (-2.52 )2 82.8. 3.14159'/3 . 2.51/3
ge#lfa 82.10. (3.1415911/17)13/5

((H)II/IT)H 82.12. (ce)l/u X e(e]/e)

Berechnen Sie ¢ so genau wie moglich (Mathematica!) und schauen Sie, ob Sie eine
Periode entdecken konnen.

Was ist die Eulersche Exponentialfunktion? Was ist der natiirliche Logarithmus?

Losen Sie:

X3 - 7x* - 58x + 280 = 0

a) Was ist eine komplexe Zahl?

b) Wieso ist es notwendig, U einzufiihren?

¢) Was bildet (C, +, -) fiir eine Struktur?

Berechnen Sie:

871

87.2.

87.3.

87.4.

87.5.

87.6.

z=(4-T)+ 3 +2(-i)-6+2i-(5-i4) Re() =?,Imk) =7
w=(1-1i+1i-(-1+1+ (1 -2i lw| =2 , w/fz =72
v =i-2.-80 +ida-i=27?

1+ D - - 202 + i) = ?

[((4i -2 + 6)i -2 =7

3+ 95l =2

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jewcils als Begleitbeispicle wihrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Ucbungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-

ren

sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.

Falls maoglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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Thema des Kapitels: Komplexe Zahlen ISB, WIR90

88.  Losen Sie die Gleichung 6x2 - 5% + x = -12 - &

89.  Berechnen Sie: (1 + (1 - iy4 - zi)m = 9

9(). a) z:3+2i=rcis(¢)) r=2?, ¢ =2
b) z=x+1 = 65¢cs(11.2) x=7?, y =7
Fa |Zl|
91.  Zeigen Sie: a) =l =
E |22

b)  Arglz; - zy) = Arg(z) - Arg(zy)

c) " = [r (cos(@) + i sin(@)|" = " (cos(ng) + i sin(n¢))

92.  Stellen Sie graphisch dar:
91.1. (3 + 2i) + (4 + i) 91.2. (-2 - 31 - (2 + 2i)
91.3. (3 - 2i) - (-2 + 1) 91.4. (-2 + i) + (-3 - 4}
91.5. (1/2 + 1/3 1)(2 + 3i) 91.6. (0.6 + 0.8i)(0.7 - 0.41)

91.7. (-2 + 2i)(-2 + 2i) 91.8. (-2 + 2i)(-2 - 2i)

93. a) Was ist eine Einheitswurzel ?

b) Was ist eine primitive Einheitswurzel?

04,  Entwickeln Sie die ersten 8 Einheitswurzeln aus den primitiven Einheitswurzeln und stellen
Sie die Sache graphisch dar.

95.  Vereinfachen Sie:
95.1. 1/i 95.2. 1 + )/(2 - i) 95.3. (3 - 4)l/3

95.4. 25 = i, z=? 95.5. (2 + )3 + i)/(2 + 3i) 956. 2 - 3i

Fortsetzung: Rilckseite
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96.

917.

98.

95

100.

101.

102.

Sei 7 =1+ i, b = 2 - i. Berechnen Sie und zeichnen Sie in ein Koordinatensystem:
a) z° by z° - b ¢) b (23 -b)
d [b @ - o b+ b -

Sei z = rocis(¢p), r = 1, ¢ = nll/8, n = 0, 1, 2, 3, ..., 15.

Berechnen Sie die 16 Zahlen
w = -1/(z - 1)

und zeichnen Sie die Punkte.
Repetitionsaufgabe: ~ Was ist eine transzendente Zahl?
Repetitionsaufgabe: ~ Losen Sie allgemein x -4 = 8 mod 30 .

Kann man die komplexen Zahlen ins 3-dimensionale erweitern? Wie heisst die ndchste

Erweiterung?

a) Was sagt der Fundamentalsatz der Algebra?

b) Was sagt der Satz aus, wenn P(x) lauter reelle Koeffizienten hat?

¢) Kann man mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Algebra eine Gleichung vom Grade 2 5
losen?

Berechnen sie die Partialbruchzerlegung:

3x4+21x3+6x2+9x—3

g1
3 at =3
2 & =1 x°

gy — 102.3.

x> - x + 6 (x - Dx + > + 1)

X - 2x + 2 X + 6
102.4, 102.5.

x> - A + 2) X2 + 4x - 12

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispicle wahrend den

Theoricstunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufii-
ren sind nur Aufgaben, dic zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls méglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.



(8)

4@)»

Der Lichtblick am Ende des Tunnels



Wo hat der Schlosselmensch
den Computerschliissel?
verschlisselt?



Uebungen - Praktikum Kap. 9 /1 Klasse:

Thema des Kapitels: Differentialrechnung mit einer Variablen ISB, WIR90

1. Wie sind die folgenden Begriffe definiert?

a) Ableitung in x, b)  Ableitungsfunktion

c) Differenzenquotient d) Differentialquotient

e) Tangente an cine Kurve f) Infinitesimalrechnung

g) Glatter Kurvenpunkt h) Sprungstelle

1) Knickstelle j)  Hohere Ableitung

k) Linksseitig differenzierbar 1)  Differenzierbar im Intervall I

2. Wo ist folgende Funktion differenzierbar? f(x) = [x] , xER

3. Entscheiden Sie, wo die Funktion differenzierbar, rechtsseitig diff'bar oder linksseitig diff’bar ist
(Graphik betrachten geniigt):

3.1. f(x) = 3 I/ (% ~ 2§ 3.2, )

I

P —
P B
A (3%
o <
v A
— —

7.

X~ g X 4 = F, e il
33, f(x) = ( 3.4, f(x)
(

%~ B X 2

4. Berechnen Sie [’(x):
4.1. f(x) = Xn! n = 0’ 13 2! 35 45 53 6

4.2, fx = 55 r = 1/n, nEN

n

f(x) = x*, r€IR. Was passiert mit der Tangente oder wie verhdlt sie sich fir x = 0 7

6. Berechnen Sie [’(x) !

6.1. f(x)

7+ 3% - 2%% # 1 6.2. f(x) = 8 - 4x2 + x|

6.3. f(x) 1

n n-1
o X" + oo x4+ L+ x4+ o

Fortsetzang: Rickseite



Uebungen - Praktikum Kap. 9 / 2

7. Berechnen Sie die Ableitung und kontrollieren Sie mit Mathematica. Skizzieren Sie die
Graphen von f und [’ !

7.1, fx) = 9x° + 11 - 23+ 9 72.fx) = X + x} + X3 + 2 + x4+ 1
7.3. f(x)=-x5+x4—x3+x2—x+l

& A %3 3
74, fx) = -— + — - — + _— -x +1

5 4 3 2

8. Berechnen Sie die Ableitung:

8.1. f(x) = (3 - 2 + 5x - 8)(x* - 4x + 11)

82. f(x) = (X - 6)x° + 8) 83. fx) = (X - »E!! + 9)

9.  Berechnen Sie die Ableitung:

9.1. f(x) = 1/x 9.2, f(x) = 1/(x-1)
1 (x - I)(x - 2
9.3. f(x) = . 9.4, f(x) = . )_( 3 )
2)(2 + x -3 (X - 1)()( + 3)
9.5. f(x) = - a2 & T 1 9.6. f(x) = &+ D - 3)

10. Berechnen Sie die Ableitung:

10.1. fx) = 3x - 2)P + (3x - 2)°
10.2: f(x) = 4(-6x2 - 14x + 37)> - 2(-6x* - 14x + 37) + 37 - (14x)14
10.3. f(x) = ((0.5x + 4)(0.5x - 4)*HB!1 - (0.5x + 4)

11. Berechnen Sie die Ableitung der Umbkehrfunktion, falls moglich (gegebenenfalls Intervalle

beschrdnken):
11.1. f(x) = x* + 2 11.2. f(x) = 1/x 11.3. f(x) = 2x - 1
11.4. f(x) = 1/x 11.5. f(x) = sl/? 11.6. f(x) =3x2+2x-5

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispiele wihrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls méglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.



Uebungen - Praktikum Kap. 9 /3 KIasse: oorvvvnnn...
Thema des Kapitels: Differentialrechnung mit einer Variablen ISB, WIR90

12.  Berechnen Sie die Umbkehrfunktion und suchen Sie die Ableitung:

12.1. f(x) = x? + x! 12.2. f(x) = 6 x2 - 3
13. f) = 22 A g =31 @D = f[gofl] =2

14. a) Was ist die Ableitung der Logarithmusfunktion?

b) Wann existiert diese Ableitung?

15. Berechnen Sie:

15.1.  |inx - a)] 152, [Ine® + 2x - 3]
1 ’ 4
153, [lnf—)] 15.4. [4x% In(x) - 7]
1 - x
8 + 3 ,
15.5. [8x + (7x* - 6) In(7x* - 6) - — In(x)]
x.'.. -—

16. a) Wann existiert die Ableitung von f(x) = a* 7

b) Wie gross ist diese Ableitung?

17. a) Wann existiert die Ableitung von log,(x) ?

b) Wie gross ist diese Ableitung?

18.  Berechnen Sie f{’(x) und skizzieren Sie den Graphen von f wund von f’.

18.1.  f(x) = (x* ¢ 18.2.  f(x) = log,(x?)
183.  f(x) = ¥ 18.4. f(x) = In|x|

1
18.5. f(x) = eXIn(?) 18.6.  f(x) = m

X

19.  Berechnen Sie die Ableitungen von Sinh(x), Cosh(x), Tanh(x), Ctgh(x) wund der Area-
Funktionen!

Fortsetzung: Riickseite



Uebungen - Praktikum Kap. 9 / 4

(S
|8

24,

Berechnen Sie die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen cos(x), tan(x), ctg(x) aus
der bekannten Ableitung von  sin(x) !

Berechnen Sie:

211, [sinz(x4) - cosl/_x + tanz(x)]’ 21.2. |C5in3(8x)I’

21.3. + sin(x) - cos(x) + ln(lan(x))],

sin(x)

Berechnen Sie die Ableitungen der Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen, d.h.
von ancsin(x), arccos(x), arctan(x), arccot(x) /

Berechnen Sie:

231, [(arccos(xz))o's]‘ 23:2. [arcsin(x)-arccos(xz) - arc[an(x'l)] '

Vermischte Aufgaben: Berechnen Sie die Ableitung und kontrollieren Sie mit Mathematica!

1
241, f(x) = 24.2.  f(x) = x2 In(-x)
(ax*> + bx + c)®
Tx et
24.3. f(x) = =
[
/ efhl; X4 l/ e x> - ln(xﬁf?)
0 o (174
244, f(x) = 3D fir x = 2 24.5. f(x) = —
ln(x0'5)
24.6. f(x) = lf csin{x) _ (Csin(xz))ﬁ 24.7. f(x) = Carctan(l/x)

Berechnen Sie 1{°(x), vorausgesetzt dass gilt: F(x, y) = F(x, {(x)) = 0/

27.1. F(x, y) = xy + x> - 6y + 4 27.2.  F(x, y) = In(y) - 2x> + 1
) o cos(x)

271.3. F(x, y) = e¥+yx~-sin(xy) +y-X 27.4. F(x, y) = 5 + X

27.5.  F(x, y) = sin(x) + cos(y) 27.6.  F(x, y) = e*¥ cos(x y?)

Kann man diese Ableitungen immer als geschlossen einfachen Ausdruck berechnen?

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispicle wahrend den

Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls méglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.



Uebungen - Praktikum Kap.9 /s KIasse: —..oooo.....
Thema des Kapitels: Differentialrechnung mit einer Variablen ISB, WIR90

28. Bestimmen Sie die ersten 5 Ableitungen und kontrollieren Sie mit Mathematica:

28.1. f(x) = sin(x) 28.2. f(x) = sin(x) + cox(x)

28.3. f(x) = e 28.4. f(x) = 4x3 + 2x% - 3x + 1
28.5. f(x) = x’ 28.6. f(x) = In(x)

28.7. f(x) = 7x° - cox(x) - ¢>* 28.8. f(x) = X

28.9. f(x) = sin(x?) 28.10. f(x) = tan(x?)

29. Gegeben sind f(x) = x3 - 3x> - x - 1, x, = 0. Berechnen Sie in x, :

a) Steigungswinkel b) Tangentengleichung
¢) Normalengleichung d) Nullstellen der Tangente
e) Nulistelle der Normalen f) y-Achsenabschnitt der Tangente

30. Versuchen Sie, mit Hilfe der Tangentenmethode die kleinste Nullstelle der in 29. gegebenen
Funktion zu approximieren!
31. Repetitionsfragen: ~ Was ist:
a) der Satz von Rolle b) der Mittelwertsatz der Differentialrechnung
¢) ein globales Maximum von f d) ein lokales Minimum von f
e) ein Randmaximum vonf f) ein Extremum von f

g) ein Terrassenpunkt von f h) ein Wendepunkt von f  ??72727

32.  Suchen Sie falls moglich die Extremwertstellen von f (Kontrolle mit Mathematica!):

32.1. f(x) = 2x% - 3x + 1 322, f(x) = 3x3 - 2x2 - x + 1
353, fix) =t -t -5 32.4. f(x) = cox(x)

32.5. f(x) = sin%(x) 32.6. f(x) = sin(x?)

32.7. f(x) = = ]_ ] 32.8. f(x) = e*

Fortsetzung: Rickseite
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33. Bestimmen Sie Extremalwertstellen und Wendepunkte (Kontrolle mit Mathematica!):

33.1. f(x) = x> + 22 + x + 1 332 f(x) = 2% - 3x2 + 4x - 5
33.3. f(x) = sin(x) 33.4. f(x) = x* - x> - x
33.5. f(x) = e* - x + x0° 33.6. f(x) = sin(x) - cox(x)

34. Diskutieren Sie die folgende Funktion:
1

fx) = x* + —
X

35. Diskutieren Sie die Eigenschaften der folgenden Funktionen und kontrollieren Sie mit

Mathematica:
351, f(x) = e 352, f(x) = 5D
1 2 - 2x + 1 1-x
35.3. f(x) = 35.4. f(x) = (x - 1) In( )
x - 1 2 2
3x2 - 8 + 7
35.5. f(x) = e 35.6. f(x) = :
6x- - 2x + 8
X3 -2x2 -4x + 8 5
35.7. f(x) = 358, f(x) = 72 - 8 + 9, 1 = (-3, 18)

(x - 2)(x - 3)

36. Untersuchen Sie und berechnen Sie gegebenenfalls:
sin(x) 2¢* + g% - 3

36.1. lim 36.2. lim
wasl) = x—0 2x - In(1 + x)
) sin(x)

36.3. lim = 36.4. lim x" - In(x)
x—0 X x—0

2% '

36.5. lim > 36.6. lim x* (Hinweis: x = c¢M®)

x—0 XX x—0
xn — xon

36.7. Lim  x(1/%) 368, Hm =o——
x—0 x—0 X7 - X"

36.9. lim In(x)/x 36.10. lim  1/sin(x) - 1/x
x—0 x—0

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispiele wihrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufii-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandeiten Stoff gehoren.
Falls maoglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.



Uebungen - Praktikum Kap. 10 / 1 Klassc:

Thema des Kapitels: Integralrechnung mit einer Variablen ISB, WIR90

1. Wie ist der Inhalt der Fliche unter einer Kurve definiert?

2. Berechnen Sie den Inhalt der Fldche unter der Kurve:

1

21, f(x):—?’—x+ Z . x€E [2, 4]
1

2.2, fx) = - P 1.5, x€]0, 10]

1
2.3.  f(x) = —x 1, x€ [-10, 10]
2.4, fx) = x* + 2, x€ [0, 1]

3. Machen Sie sich die Definitionen folgender Begriffe klar:

a) Intervallteilung b) Verfeinerung einer Intervallteilung

c¢) Regelmaissige Intervallteilung d) Infimum und Supremum
e) Untersumme f) Obersumme
g) Bestimmtes Riemannsches Integral

h) Integrand i) Integrationsgrenzen

4. Bestimmen Sie den Fldcheninhalt der Fldche unter der Kurve mittels Unter- und Obersummen
bis zu folgender Genauigkeit: Die Abweichung der Unter- von der Obersumme soll hichstens

1% der Obersumme betragen.

41. f(x) = 0.5 x + 2, x€ [0, 2] (Resultat klassisch einfach priifbar!)

42. f(x) = sin(x) , xE€ [0, m]

5. Berechnen Sie die Werte folgender bestimter Integrale:
2 2
5. [ (0.5 x + 2) dx 5.2 [(-05 x - 2) dx
0 0

2
53. [ @x-2) dx
0

Fortsetzung: Rickseite
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6. Gegeben ist folgende beschrankte Funktion:
; 0, x€OQ
o = (
1, x€0

Existiert das Riemannsche Integral dieser Funktion fir 1 = [0. 10] ? - Begriindung!

7. Approximieren Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung:
0.3782
sin(x) dx
0.3764
8. Beantworten Sie folgende Fragen:
a) Was ist die Schwarz’sche Ungleichung?
b) Was ist ein uneigentliches Integral?

¢) Was ist eine Stammfunktion?

d) Was besagt der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung?

9. Berechnen Sie eine Stammfunktion:
9.1. f(x) = &f 9.2. f(x) = 5
- vl 1

9.3. f(x) = % 9.4, f(x) = r x3

9.5. f(x) = sin(x) 9.6. f(x) = x"
1

97. ) =— 9.8. f(x) = 2x> + 3x - 4
X

9.9. f(x) = x" + x" 9.10. f(x) = cos(x) + In(x)

b

10. Berechnen Sie [ f(x) dx fiir I = [a, b] :

a

10.1. f(x) = 1 in [0, 1] 10.2. f(x) = x%° in [-4, 4]
1

103. f(x) = — in |1, 3] 10.4. f(x) = sin(x) in [0, 7]
X

10.5. f(x) = x in [0, 2] 10.6. f(x) = x e in [0, 1]

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispicle wahrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufiihren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoéren.
Falls méglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.



Uebungen - Praktikum Kap. 10 / 3 Klasse: ..oooon......
Thema des Kapitels: Integralrechnung mit einer Variablen ISB, WIR90

11. Berechnen Sie falls moglich und kontrollieren Sie mit Mathematica:

2 3
11.1. f (x2 + 2x + 1) dx 112, fxz cos(x3 + 4) dx
=2 1
? 2 sin(x)
113, [ x% dx 1.4. | dx
r 0 X

12. Was ist das bestimmie [Integral?

13. Integrieren Sie mit Hilfe der Integrationsregeln fiir Polynome resp. Potenzfunktionen:
131, [ G - 22 + x - 7) dx

13:2. f (@x7 - 2% + 3x* - x2 + 4x - 5 - x2 - x* + x5 - 4xT) dx

14. Integrieren Sie falls moglich:
18

141, [ .

dx 142. [ (sin() + cos(x)) dx
143. [ (sin2® + cos’(x)! dx 144, [ (ctg(x) - tan(x) dx
145, [ (In(x) - In(-x) dx 146. [ x ¥ dx

15. Berechnen Sie falls notig mit Hilfe partieller Integration:

b m
15.1. [ sin() - cos(x) dx 152. [ sin2(x) dx
a 0
1 b
15.3; f x* sin(x) dx 15.4. f 2 X dx
0 a
ﬂ 1
1355 f sin3(x) dx 15:6: f e¥ e dx
0 0

16. f f(x) dx = F(x). Berechnen Sie dann folgende unbestimmte Integrale:

16.1. [ f(oaex) dx 16.2. [ floex + B) dx

Fortsetzung: Riickseite
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17.  Berechnen Sie durch Substitution:

171. [ (ax + b dx 17.2. [ ™+ dx
1
17.3. [ costa x + b) dx 17.4. [ —— dx
g N 1 ax + b
175. [ Vx + 1 dx 17.6. [ V5% - % dx
3 0
18. Berechnen Sie das Integral:
18.1. [ (x4 - 6)7/1D dx 18.2. [ cos(6x - 5) dx
18.3. [ 1/sin’(dx + 3) dx 18.4. [ [1/63-1)7 +1/x% -1/ctg(2x-1) +4e>"!] dx

18.5. [ 1/)4 - ¥ dx 18.6. [ 7/YE + 7/4 dx
18.7. f 1/(x}/ x* + x + 2 ) dx Hinweis: t = x + [/ x* + x + 2

18.8. [ (In(x)? dx 18.9 [ 1/(2+cos(x)) dx
18.10. [ X¥=x (2x-1) dx 18.11. [ cos(x) sin(x) dx
18.12. [ sin(e x + B) dx 1813, [ x/(2+1) dx
18.14. f sin(x%-3)/x0> dx Hinweis: t = x0
1.8.15. f 1/cosh(x) dx Hinweis: t = e¥ + ™
co
18.16. f e @ cos(bx) dx Hinweis: lim f ..... dx
0 2=
1847 | = 18.18. [ 1/62 - 2x + 7) dx

4 + x

Hinweis zu 18.18.: Quadratisch erganzen: x2-2x+7=x2-2x-1-6=(x-1)2+6=t*+6...

19. Berechnen Sie mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung:
19.1. [ 4/03-3x+2) dx 19.2. [ dx/e3+1)

19.3. [ 2x/(3+1) dx 19.4. [ (2x+1)/(+x+4) dx

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispicle wahrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufii-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehdren.
Falls méglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.



Uebungen - Praktikum Kap. 10 /5 KIasSE: ovooomnen..

Thema des Kapitels: Integralrechnung mit einer Variablen ISB, WIR90

20.

(S
[Se]

24.

25.

26.

Berechnen Sie durch Partialbruchzerlegung:

3t - 2x3 + x2 + 1 1
201 [ dx 202, [ ——— dx

x2 + 1 x2 -1

Wieviel Energie braucht es, um einen Mann von 100 kg von der Erde auf den Mond zu
bringen? Wieviel Wasser konnte man mit dieser Energie bei einem Wirkungsgrad von 80 %
von Martigny aus auf die Passhdhe des Grossen St. Bernhards pumpen?

n
Berechnen Sie: f sin>(x) dx
0

Gegeben ist  f(x) = x2. Betrachten Sie diese Kurve im Rechteck zwischen -x, und X,
sowie 0 und f(x,). Was ist das Verhdltnis der Fldcheninhalte in diesem Rechteck unter
der Kurve und oberhalb der Kurve?

Die Graphen von f(x) = X2 + x + 1 und gx) = -x% - 2x + 18 schneiden sich in
zwei Punkten. Dazwischen schliessen sie ein endlich grosses Fldchenstiick ein. Was ist der
Inhalt dieses Fldchenstiicks?

Der Graph von f(x) = a x> + b X2 + ¢ x + d schneidet die x-Achse in -x, < 0 und
beriihrt dieselbe Achse in 0, wo sich auch ein relatives Minimum befindet. Daher muss auch
ein relatives Maximum an einer Stelle x, existieren. Die Parallele zur x-Achse durch dieses
Maximum schneidet die y-Achse in h und die Kurve in einem weiteren Punkt an der Stelle
X, . Was ist das Verhdltnis der Inhalte der Flichen unter der Kurve zwischen X, und X,
sowie oberhalb der Kurve und unterhalb der Parallelen zwischen x; und %, 7

Berechnen Sie falls moglich das bestimmte Integral und skizzieren Sie den Graphen des
Integranden:

10 1 10 1
261, [———dx 262. [———— &
0 X -1 q0 Yx + 3
10 1 0 1
26.2. dx 264, [ dx
a0 X 0 X
0.001 1 0 1
26.5. dx 26.6. [ dx
a0 * -10 x3
6 1 6 1
267. [ — d 268. [ dx
_4 X~ -7 X
: 1
269. [ dx
x2 + 1 = .
-3 Fortsetzung: Riickseile
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27.  Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale, falls maoglich:

= 1 = 1
27t | = dx 272. [ ——— &
0 ¥ +1 oo X2+ 1
0 ©o
27.3 f e® dx 27.4. [ x - e~¥ dx
- 00 - 00
L n/2
27.5 f sin(x) - e* dx 27.6. f tan(x) dx
-0 -1/2
co oo
27.7. [ tan() dx 27.8. [ sin( dx
-0 - C0o
S In(x o
279. [ M. & 27.10. [ 20
4 X 4 x2
210
28. Berechnen Sie f(x) dx mit:
-2
sin(x+m)  x€|[-2m, -7
f(x) = sin(x) x€ [-m, 0]
x1/2 xE [0, 21|
29. Skizzieren Sie die folgenden Kurven:
X X X cox(t
N O R 0 R R W
/ sin(x) y sin(t
X

cos(t) sin(t/2)

25 ()= () 2 ()

t sin(t) sin(t) cos(t/2))

30. Berechnen Sie das Kurvenintegral bei gegebener Kurve K:

x(t)
bo) ™ Lo

x(l))) _ ( ttz ) , te]o, 4]

y(t

cos(t)

301, [ @+ ) ds, S0 ) (€0, 2n]
K

y 5
ds , s(t) = (

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispicle wahrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-
ren sind nur Aufgaben, dic zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls maoglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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Thema des Kapitels: Integralrechnung mit einer Variablen ISB, WIR90

31. Berechnen Sie den Inhalt der Fldche unter der Kurve (gegeben in Parameterform):

t
31.1. ( ;z;) = (: :)j((t)) ) , t€]|0, 2n] (Archimedische Spirale)
x(t) cos(t) e'
31.2. = , t€]o, 1
( y(t)) ( sin(t) et ) &l ]

32. Berechnen Sie die Ldnge der Kurve:

321, f(x) = ax + b, xE€[x, x]
322, f(x) = ]/T-—f x€ [0, 1]
323, f(x) = 0.5 x> , x€]Jo0, 1]
32.4.  f(x) = cosh(x) , x€][-r, r]

33. Berechnen Sie die Linge der Archimedischen Spirale (& zwischen 0 und 1) und vergleichen
Sie das Resultat mit der Ldnge der Parabel aus 32.3!

34. Eine Eisenbahnlinie ist derart zu planen, dass eine gerade Strecke so in eine Kurve tibergeht,
dass nicht plotzlich eine grosse seitliche Beschleunigung auftreten kann. Was ist die einfachste
magliche Kurvenform?

35. Berechnen Sie den Inhalt der Kreisfldche durch Integration:

a) In Polarkoordinaten b) In kartesischen Koordinaten (Substitution)

36. Die unten gegebenen Kurven schliessen jeweils eine Fldche ein. Wie gross ist deren Inhalt?

36.1. f(x) = -x2 + 1, gx =x*-1

36.2. () = [[x, £, = -}x, f3() = 2, f4x) = -2, dazu der
Kreisbogen um (8, 0) mit dem Radius 4.
36.3. fi(x) = x* + x> + 2, f(x) = x> + x - 2, dazu dic Senkrechten

auf die x-Achse durch x = 2 und x = -3.

37. Berechnen Sie den Inhalt folgender Oberflichen durch Integration:

37.1. Kugeloberflache 37.2. Kugelzone zwischen r = a und r = b
Fortsetzung: Riickseite
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38. Eine Gerade durch den Ursprung mit der Steigung a lassen wir um die x-Achse rotieren.
So entsteht ein "Rotationskegel". Wie gross ist die Mantelfliche (ohne den "Boden") zwischen

x =0 wund x =h?
<3
39. Statt der Geraden in Aufgabe 38 nehmen wir die Kurve f(x) = . Wie gross ist jetzt
. i oo 3
die Mantelfldche’

40. Berechnen Sie das Volumen folgender einfacher Rotationskorper durch Integration:
40.1. Zylinder (Rotation um die x-Achse) zwischen x = a und x = b.
40.2. Rotationskegel aus Aufgabe 38.

40.3. Kubel mit Radius R.

41. Berechnen Sie das Volumen folgender Rotationskérper durch Integration:

41.1. Das Parabelstiick zwischen den beiden Nullstellen der Funktion
f(x) = (x* - 2x)/2 wird um dic x-Achse rotiert.

41.2. Die Parabel f(x) = x> wird um dic y-Achse rotiert. Der Korper ist
bei f(x,) senkrecht zur y-Achse nach oben begrenzt.

41.3. f(x) = V-x szwischen x = 0 und x = 4 wird um die x-Achse rotiert.

42. Berechnen Sie die Flichenschwerpunkte (Volumenschwerpunkte) , wenn folgende Fldchen
(Volumen) gegeben sind:

42.1. Halbkreis um (0/0), r=1 42.2. Fliche unter f(x) = cos(x) , x€ [-m, 7]

42.3. Fliche unter der Kurve f(x) = -x*> + 2 zwischen den Nullstellen
42.4. Parabeln f(x) = ... durch die Punkte (-2/0), (0/1), (0/2), (2/0)
42.5. Halbkugel 42.6. Rotationskegel

43. a) Was ist das Trégheitsmoment einer Kugel konstanter Dichte mit Radius R um (0/0/0)?

b) Entsprechende Frage bei einem Blech der Dicke d=0.001 , begrenzt durch f(x) = x>,
x-Achse und x€ [1, 2] . Bezugsachse fiir das Moment = y-Achse.

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispicle wahrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls méglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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Uebungen - Praktikum Kap. 11 /1 KIasse: ..o.orvenn-
Thema des Kapitels: Numerische Verfahren ISB, WIR90

1. Gegeben ist f(x) = - + 8 -x + 6x2-2x + 5
Berechnen Sie nach dem Hornerschema:

1.1.  £(0.42865) 1.2.  f(-25.449)

2. Gegeben sind die Punkte (x/y;) fir i = 0..n wie folgt:
(-3/2), (2/12), (7/10), (11/16), (12/17)
Suchen Sie das Ndiherungspolynom p,(x) mit minimalem Grad mit Hilfe eines Gleichungs-

systems. Wie gross ist der maximale Fehler, wenn die 5. Ableitung der angendherten Funktion
absolut héchstens 1 ist?

3. a) Konstruieren Sie das Niherungspolynom von Aufgabe 2 mit Hilfe des Interpolationsverfahrens

von Lagrange.

b) Wiederholen Sie die Konstruktion mit Hilfe des Verfahrens von Newton und vergleichen Sie
die Konstruktionsverfahren.

¢) Gelingt es Ihnen, noch ein weiteres Verfahren zu finden und zu testen?

4. Zu lésen sind ndherungsweise folgende zum Teil transzendente Gleichungen f(x) = 0 :
3

a) XX -x+4=0 b) —4-x4+x3—3x2—1=0 nahe -2.7
c) x - 1201/120 = (¢  (Dezimalbruchentwicklung)
d) x% - 2 cos(x) = e) X*-2x-5=0
f) -tan(x) + cos(x) + x> = 0, x€ [-n/2, n/2]

Als Abbruchsbedingung beniitze man  |x, - x,.,| < 10 oder |f(x;) - f(x,,)] < 1075
4.1. Beniitzen Sie die Methode der Intervalleingrenzung.

4.2. Beniitzen Sie das Approximationsverfahren von Newton (Tangentenmethode)

4.3. Beniitzen Sie die Sekantenmethode (Regula falsi oder Interpolationsmethode)

5. Beniitzen Sie als Iterationsverfahren die Fixpunktmethode, um folgende Niherungen zu berechnen:
51. sin(x) - 0.5 sin®(x) = 0.1 , x€[0, n/2] 52. e¥*=x

53. x + 2 = (1/3) &* Fortsetzung: Riickseite
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6. Gelingt es Ihnen auch, mit dem Fixpunktverfahren folgende Probleme zu losen?

6.1. x = tan(x) , x€|[m, 37| 62. x =c¢€* -1

7. Lésen Sie mit Hilfe der Fixpunktmethode das Gleichungssystem:

X = sin(x + y)
cos(x - y)

-
1]

Abbruchbedingung: %, = 1] < 10°® | entsprechend fiir y.

8. Gegeben sind die Messwerte (0/4.5), (1/2.4), (2/2.6), (3/4.8), (4/9.3), (5/6.2), (6/1.0).
Durch diese Punkte ist eine unendlich oft differenzierbare Kurve zu legen. Bestimmen Sie
folgende Punkte oder Grossen mit der jeweils angegebenen Methode:

8.1. Maxima und Minima sowie erste Ableitungen in den Messpunkien graphisch.

8.2. Vergleichen Sie die Resultate von 4.1. mit den Resultaten der Polynom-
methode.

8.3. Berechnen Sie alle moglichen Ableitungen mit der Methode der Binomial-
koeffizienten.
9.  Berechnen Sie das Bestimmte Integral der vermuteten Kurve zwischen x=0 und x=6 :
9.1. Nach der Rechtecksmethode
9.2. Nach der Trapezmethode
9.3. Nach der Simpson-Methode
9.4, Mit Hilfe des Interpolationspolynoms minimalen Grades
10. Bestimmen Sie mit Hilfe einer mathematischen Methode Ihrer Wahl aus einer Landkarte

1:25°000 (Schweiz. Landestopographie) den Inhalt der Oberfldche des Bielersees moglichst
genau. Beurteilen Sie die moglichen Fehlerquellen sowie die erreichbare Genauigkeit.

11. Verschaffen Sie sich Zahlen iiber die Bevolkerungsentwicklung der Schweiz aus den letzten
300 Jahren. Wie gross war die grosste zeitliche Bevilkerungsinderung? Gab es Wechsel in
der Entwicklungstendenz?

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispiele wahrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufii-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls méglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.



Uebungen - Praktikum Kap. 12 / 1 Klasse: .............

Thema des Kapitels: Vektoren und Matrizen ISB, WIR90

1. Machen sie sich die folgenden Definitionen klar:

a) Geometrischer Vektor b) Skalar

¢) Pfeil d) Parallelogrammaddition
¢) Vektorraum fy  Skalarmultiplikation

¢) Kollinear h) Komplanar

i) Lincar abhingig i) Linear unabhéngig

k) Freie Vektoren 1) Ortsvektoren

m) Orientierte Gerade n) Orientierte Ebene

0) Orientierter Raum p) Rechissystem

q) Einheitsvektor r) Koordinatensystem

s) Vektor-Komponente 1) Transponicrter Vektor

u) Teilverhaltnis v) Distanz zwischen zwei Punkten
w) Doppelverhiltnis x) Harmonische Punktepaare

a , b und ¢ seien gegeben. Losen Sie die folgenden Gleichungen graphisch:

(&)

2:1. a =Db + x 2.2, a - b +x ==¢

(S8

3. Gegeben sei ein FParallelogramm ABCD. Dabei sei AB = E, AD = b. Driicken Sie AC
und BD aus durch a und b !

4. Reduzieren Sie die folgende Gleichung mit Hilfe der Regeln und Gesetze fiir Vekioren so weit
als moglich:

s awdle=~2a-hiein)=a+28 -4¢ +2) - R
3. (Geben Sie Beispiele fiir Vektorraume!

6. Entscheiden Sie, ob die folgende Menge von Vektoren linear abhdngig ist:

{Za. 3a + 2d -4, a + b + ¢, d4a -b -3¢ + 2d, b + 2d}

Forisetzung: Riickseite
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7. Zeichnen Sie drei Vektoren a, b und c. Konstruieren Sie dann den folgenden Vektor d

— 1

d =22 -3 +—¢

)
L

8. "ﬁ,T; und w bezeichnen die Vektoren, die in einem gegebenen Dreieck von den Ecken in den
Schwerpunkt zeigen. Untersuchen Sie, ob die folgende Gleichung richtig ist und begriinden Sie
das Resultat: o .

u +v+w=170

Untersuchen Sie, ob der fogende Sachverhalt richtig ist:

9.
"Die Seitenmitten eines beliebigen rdumlichen Vierecks liegen in einer
Ebene und bilden eine Parallelogramm.”

10. Beweisen Sie mit Hilfe geometrischer Vektoren:

"In einem Parallelogramm halbieren sich die Diagonalen."
11. Berechnen sie mit Hilfe geometrischer Vektoren das Verhdltnis, in dem der Schwerpunkt eines
beliebigen Dreiecks eine beliebige der Schwerlinien teilt.
12. Gegeben sei ein beliebiges Parallelogramm ABCD. E und F seien wie folgt bestimmt:

= Mittelpunkt von CD.

E = Mittelpunkt von BC, F

Beweisen Sie den folgenden Sachverhalt:

"AE und AF teilen BD in drei gleich lange Teile."

Gegeben seien die Vektoren a, b, ¢ und d beziiglich der Orthonormalbasis {e s _e.g,_c'3}.

_ 1 - 1 - 0 _ 5
a=(2), b=(—2), c=(-2), d=(-12)

3 2 4 6
Wihlen Sie {?1, ub',—c)} als neue Basis und stellen Sie darin d dar!

13.

18,1,

d = X + ub + ve AW,V =2
- 2b + ¢ - d fiir eine Linge?

l

=3

=\

13.2. Was hat der Vektor f

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispiele wahrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uecbungsstunden nicht vor-

zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufii-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelien Stoff gehoren.
Falls méglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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Thema des Kapitels: Vektoren und Matrizen ISB, WIR9Y0

14.  Gegeben sind zwei Punkte P\ und P, in der Ebene.

a) Geben Sie eine Formel zur Berechnung des Mittelpunktes von P P,.

b) Wenden Sie die Formel an auf P(3/7/-6) und P»(5/-1/2).

—
tn

Beweisen Sie, dass sich in einem Dreieck die Schwerlinien im Verhalinis 2 : 1 teilen.

16. Gegeben ist ein Dreieck 1m Raum.
a) Leiten Sie eine Formel her fur den Schwerpunkt

b) Wenden Sie die Formel an auf P(2/5/8). P5(-4/-1/1) und Ps(6/-7/-5).

17. t = (P,P,Py) sei das Teilverhiltnis von P5 beziiglich Pl_P:. P, hat die Koordinaten x;, x,
und x5 Zeigen Sie die folgenden Sachverhalte:

—_ O_PS] -t OP,

a) OP =

1 -t

b) X3 - X; = t (X3 - X») . Entsprechend fir dic y; und die z.

1
c) (P,PyP3) = "

d) (P!P?,P:) = l - 1.

18. (P,P,P3P,) sei das Doppelverhiltnis von Py, P,, Py und P,. Beweisen Sie:
(x3 - x0xy - x2) _
a) (PP>P3Py) = far x; + x,
(X3 - X)Xy - Xp)

b) (P3P4P\Py) = (P,P,P3P,)

c) (PP PsP3) = (P P,P3P,)

19. Was sind harmonische Punktepaare?

20. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Voraussetzung: a und b seien nicht kollinear.
a b _ . - g
Behauptung: — * — halbiert den Zwischen-2 bzw. den Neben-X von a und b.
a b

Fortscizung: Riickseiie
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21. Beweisen Sie die folgenden geometrischen Satze:

21.1. Satz iiber die Winkelhalbierende: In einem Dreicck ABC schneidet die
Winkelhalbierende von o« BC im Punkte D. Die Winkelhalbierende
des Aussenwinkels bei A an AC (T-o) schneidet die Gerade durch
BC in E. Dann sind (BC) und (DE) harmonische Punktepaare.

21.2. Satz von Pappos: Von ecinem Punkt O aus gehen 4 Strahlen, die von
einer Geraden g in den Punkten A, B, C und D sowie von einer
Geraden h in den entsprechenden Punkten A’, B’, C’ und D’ ge-
schnitten werden. Dann gilt: (A’B’'C’'D’) = (ABCD) .

21.3. Satz von Ceva: Gegeben ist ein Dreieck ABC _und im Dreieck ein
Punkt P (€& Dreieckseite). Die Gerade durch AP schneidet BC in A’
Entsprechend erhilt man durch BP B’ und durch CP C'. Dann gilt:

(ABC).(BCA’).(CAB’) = -1

21.4. Satz von Menelaos: Gegeben sei cin Dreieck ABC und eine Gerade g,
die die Seite BC in A’, AC in B’ und die Gerade durch AC in C
schneidet. Dann gilt: (ABC’)-(BCA’).(CAB’) = 1

21.5. Satz von Euler: Sei U der Umkreismittelpunkt, H der Hohenschnitt-
punkt und S der Schwerpunkt in einem beliebigen Dreieck. Dann gilt:
1) U, H und S liegen auf ciner Geraden (Eulersche Gerade).
2) (UHS) = -1 : 2

21.6. Satz von Napoleon Buonaparte (Kaiser Napoleon I !!): Gegeben ist ein
beliebiges Dreieck ABC. S,, S, und S, seien die Schwerpunkte der
gleichseitigen Dreiecke iber den Seiten a, b und c. Dann gilt:

Das Dreieck S,S,S. ist immer gleichseitig.

2
S

Lasen Sie die folgenden Rechenaufgaben:

22.1. Gegeben: a = (1): b = (_2)’ © - (3)

)T -0

) kollinear sein. Wie gross ist x ?

222. ¢ =2a-(1/2)b + 3¢ - 4d . Zz(
x| -4

d = ( 1) . Weiter sollen e und ( .

22.3. A(5/-6), B(-7/-3) und C(x/5) sollen auf einer Geraden liegen.
Wie gross ist x ?

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispicle wahrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufii-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls maoglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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Thema des Kapitels: Vektoren und Matrizen ISB, WIR90
22. Fortsetzung:
22.4. Von einem Dreicck ABC mit dem Schwerpunkt S sind gegeben:

3=}
o
1

o
™o

6.

22.11.

22.12.

Ll

22435,

22.14,

22.16.

A(6/-1), B(-2/6), S(3/4). Was sind dic Koordinaten von C?

Zerlegen Sie den Vektor ¢ nach a und b:

2 1 5

m =il B =) B = o)

Zerlegen Sie 'd nach a, b und c:

G () - (10) T (g)

Gegeben sind: A(4/-2/5), B(7/9/-4), C(9/12/-2), D(6/1/7).
Beweisen Sie: ABCD ist ein Parallelogramm.

OO

Gegeben sind A(-3/5) und B(3/-4). Bestimmen Sie P so, dass P AB im
Verhiltnis t = -1/2 teilt.

Gegeben sind A(3/-5), B(-1/0) und C(0.6/-2).

a) Zeigen Sie: A, B und C licgen auf einer Geraden.

b) Bestimmen Sie D so, dass (AB) und (CD) zwei harmonische
Punktepaare bilden!

— 3
Gegeben ist der Vektor v = (—;)li)

Gesucht ist ein Vektor der Linge 14 mit entgegengesetzier Richtung.
Gegeben ist das Dreieck ABC. A(-1/-3), B(3/-3), C(8/9). Wie gross isl
der Umfang?

Von der Strecke AB weiss man: IKEI = 13, A(7/3), B(-5/y). y =72

AC mit A(-2/2) und C(5/1) ist dic Diagonale des Quadratcs ABCD.
Berechnen Sie diec Koordinaten von B und D.

Welche Punkte der x-Achse haben vom Punkte A(12/12/-60) doppelie
Entfernung wic vom Punkte B(15/6/3).

Bestimmen Sie den Mittelpunkt und den Radius des Kreises durch A, B
und C:  A(5/7), B(-1/-1), C(6/0).

Bestimmen Sie den Mittelpunkt und den Radius der Kugel durch A, B.
C und D: A(3/1/3), B(0/-3/4), C(3/0/4), D(1/-1/-1).

Fortsetzung: Riickseite
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22. Fortsetzung:

22.17. Zeigen Sie, dass die Punkte A, B, C und D ein regulares Tetraeder
bilden: A(0/11/7), B(20/11/0), C(15/23/16), D(15/2/9).

22.18. Gegeben ist das Dreieck ABC: A(4/0), B(0/7), C(-4/0). Zeigen Sie,
dass das Dreieck ABC annihernd gleichseitig ist.

23.  Untersuchen Sie, ob folgende Formeln richtig sind. Und korrigieren Sie gegebenenfalls die

Gleichung:
a) sin(f-o) = + sin(%) ¢) sin(f+oa) = - sin()
b) cos(m-o) = - cos() f) cos(m+o) = - cos()
¢) tan(l-o) = - tan(®) g) tan(m+®) = + tan(®)
d) cig(m-o) = - ctg(x) h) ctg(m+o) = + ctg()
i) sin(2m-o) = - sin(®) m) sin(-®) = - sin(®)
j) cos(2m-&) = + cos(X) n) cos(-&) = + cos(®)
k) tan(2m-o&) = - tan(X) 0) tan(-&) = - tan(x)
) ctg2m-o) = - ctg(e) p) ctg(-x) = - clg(x)

Welche trigonometrischen Funktionen sind gerade, welche ungerade?

24. Umrechnungen kartesische Koordinaten, Polarkoordinaten:

24.1. x = 02189, y = - 32846, r = ?, ¢ = ?

242, r = 0.2819, ¢ = - 32846, x = ?, y = ?

243, x = 21891, y = - 5.2178, z = 2.8612, r =?, ¢ =72, ¢ =?

244, r = 22452, ¢ = + 7416, P = - 01245 x =172, y =17 z =71
25. Wann gelten folgende Approximationen? a) sin() = « b) tan(o) = «

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispiele wahrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uecbungsstunden nicht vor-
zufilhren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehéren.
Falis méglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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Thema des Kapitels: Vektoren und Matrizen ISB. WIR90

Klasse:

26. Uberpriifen Sie, ob im rechiwinkligen Dreieck die folgenden Relationen richtig sind:

a)  sin(m/2 - «) = sin(B) = cos()
b) cos(m/2 - &) = cos(B) = sin(a)
¢) tan(m/2 - «) = tan(fB) = clg(x)
d) eg(m/2 - o) = clg(B) = tan(o)

27. Zeigen Sie, dass die folgenden Relationen gelten:

a)  sin(m/4) = cos(m/4) = |2 )2
b)  sin(m/6) = cos(m/3) = 1/2

¢) tan(m/4) = ctg(m/4) = 1

d) sin(m/3) = cos(m/6) = |3 /2
¢) tan(m/6) = clg(m/3) = |3 /3
f) tan(m/3) = cgm/e) = |3

28.  Rechnungsaufgaben:

28.1. Gegeben ist ein Vektor AB mit |AE| = 10, dem Richtungswinkel
¢ = 210° und B(-1/-3). Wo liegt A ?

28.2. Gegeben sind die Vektoren a = ( :) b = (_7 ) = ( i)

5

Berechnen Sie Linge und Richtungswinkel von a) ?Taﬁf 2I)H~-E .
b) -4a + 2b + 3c .

3e]
00
[

Eine regelmassige, S-seitige Pyramide hat unten eine Grundkante von

4 cm und eine Hohe von 10 ecm. Berechnen Sie die fehlenden Seiten-
langen. den Inhalt der Oberfliche inkl. Grundflache sowie dic Stcigungs-
winkel der Seitenkanten.

28.4. Das Fenster des Raumes, wo wir gerade sind, im Haus am Sce, licgt
10 m uber dem Wasserspiegel. Uber dem Sce schwebt cin Ballon mil
dem Winkel o = 52.4° zur Horizontalen. Das Spicgelbild des Ballons
erscheint uns unter dem Winkel 3 = 58.0° zur Horizontalen. Wic hoch
schwebt der Ballon iiber dem See?

Fortsetzung: Riickseite
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29.  Aufgaben zum Sinus- und Cosinussatz:

291,

2
O
[¥o]

29.3.

29.4.

29.5.

20.7.

29.8.

29.10.

29.11.

Geben Sie eine Formel fiir den Umkreisradius eines Dreiecks.
(Hinweis: Sinussatz.) Wenden Sie die Formel auf folgendes Dreieck an:

a =226, b =315 B = 45°, ry = ?, Flicheninhalt A = ?

In einem Dreieck ist @« = 30°, 8 = 45°. In welchen Verhiltnis wird der
Flacheninhalt A durch wo geteilt?

Ein Erdsatelit befindet sich in 1000 km Hohe. Ein Beobachter sieht ihn
aus 55° Zenitdistanz. Der Erdradius betrigt 6370 km. Wie weit ist der
Satelit vom Beobachter entfernt?

Zeigen Sie: Fiir den Umkreisradius eines Dreiecks gilt die Formel:
a-b-c
4 A

I'L'. =
Beweisen Sie: In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate
iiber den Seiten gleich der Summe der Quadrate iiber den Diagonalen.

Gegeben sei ein beliebiges Dreieck. Wir zeichnen die Quadrate iber den
Seiten und davon die konvexe Hiille. Beweisen Sie: Alle Dreiecke in
dieser Figur haben den gleichen Flacheninhalt.

Leiten Sie eine Formel her zur Berechnung der Schwerlinienldngen aus
den Seitenlingen eines Dreiecks.

Leiten Sie eine Formel her zur Berechnung der Langen der Winkelhal-
bierenden aus den Liangen der Dreieckseiten.

o sei der Zentriwinkel eines Kreissegments. Beweisen Sie:

A = 0.5 r? (arc(®) - sin(®))
In einem rechtwinkligen Dreieck misst a = 6 cm, b = 8 cm. Wir zeich-
nen den Kreis mit der Hypothenuse ¢ als Durchmesser und ebenfalls den

Kreis durch C mit Zentrum B. Wie gross ist der Flacheninhalt der so
entstehenden Mondsichel?

Zwei Kreise mit dem Radius r haben den Mittelpunktsabstand r/2. Wie
gross ist der Inhalt einer so entstandenen Mondsichel?

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispiele wihrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Ucbungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufii-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelien Stoff gehoren.
Falls méglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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Thema des Kapitels: Vektoren und Matrizen ISB. WIR90

30. Bei einer partiellen Sonnenfinsternis sind 58.9% des Sonnendurchmessers bedeckt. Wieviele %
der Sonnenscheibe sind das? Hinweis: Die Sonne erscheint uns gleich gross wie der Mond.
31. Aufgaben zu den Additionstheoremen:
31.1. Berechnen Sie mit Hilfe von o = 45° und 8 = 30° folgende Werte
exakt:
a) sin(759) b) cos(75°)
¢) tan(75°) d) ctg(75°)

31.2. In einem nicht-rechtwinkligen Dreieck gilt: 7 = m - o - 3.
Beweisen Sie:

tan(«) + tan(fB) + tan(y) = tan() - tan(f3) - tan(7)

31.3. Beweisen Sie:
3 tan(®) - tan3(o)

tan(3e) =
1 - 3 tan*(®)

31.4. Bestimmen Sie samtliche Losungen der folgenden Gleichung:

cos?(x) + cos(x) = sin*(x) + sin(x)

32. Einige goniometrischen Aufgaben:

32.1. Von einem Dreieck kennen wir a = 67.4, b = 498, ¢ = 77.6.
Berechnen Sie «, (3. 7.

32.2. Von einem Trapez weiss man: b = ¢ = d = 517, o = 47.6°.
e = ?, Iy = ?

32.3. A und B sind Punkte auf einem geraden Meeresstrand. Sie liegen 1350 m
weit auseinander. Dem Strand entlang fliegt ein Flugzeug, das von A und
von B aus in gleicher Richtung gesehen wird. Zur gleichen Zeit misst
man in A 43.1° und in B 27.6°. Wie gross ist die Flughohe?

1 + sin(o)

32.4. Beweisen Sie: —————— = lan(TT/4 + o/2)

cos()

32.5. Gegeben sind: sin(a) = 4/5 und sin(f8) = 5/13.
Berechnen Sie sin, cos, tan und ctg von «+f3 und von o-f3 exaki.

Fortsetzung: Rickseite
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32.

33.

Fortsetzung:

32.6. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke:

a) sin(60° + o) - sin(60° - o) b) cos(x + fB) - cos(x - fB)
9 sinfx + f3) 8 tan(oX)
cos(&) cos(f3) 1 + tan?(x)
e)  (sin(ot)+cos(0)+1)(sin(0)+cos(o)-1) f)  sin*(a) - cos*()
1 1 1 - cos(2x)
g —— 7 T h) -
sin=(0() cos=() sin(2e)
i) 1 - sin(o) tan(o¢/2) D1/ sin(2e) + ctg(2x)
1
k) tan(45° + ®) - tan(45° - ) 1)
tan(o/2) + cig(o)
32.7. Beweisen Sie: tan(e) + tan(B) = o & 8
tan(o) - tan(f3) sin(oc - f3)

32.8. tan(e+B+7) = f(tan(), tan(f3), tan(y)). Was ist f fir eine Funktion?

32.9. Zeigen Sie: [sin(o¢) + cos(x)| < ﬁ
32.10. Verifizieren Sie: - sin*(a) + cos*() = 0.51
32.11. Uberpriifen Sie: V.. sin(cos(x)) < cos(sin(x))

Lisen Sie in [0, 2] die folgenden Gleichungen:
33.1. sin?(x) - 3 cos*(x) = 1 33.2. 2 cos(x) - 7 cos(x) + 3 =0
33.3. cos(x) + ctg(x) = 1 + sin(x) 33.4 sin(x) + cos(x) = 1 / cos(x)
33.5. tan(x) + tan(2x) = 0 33.6. sin(x) + sin(2x) = 0

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispiele wiahrend den

Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelien Stoff gehdren.
Falls maoglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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Thema des Kapitels: Vektoren und Matrizen ISB, WIR90

33. Fortsetzung: Losen Sie in [0, 2m]  die folgenden Gleichungen:
sin(x) _
3T, B = i) 33.8. sin®(x) + cos®(x) = 0.3
1 - cos(x)

34.  Aufgaben zum Thema "Geradengleichungen':

34.1. Gegeben ist die Gerade g durch P, und P; (kurz: g = P P,),
P(1/1/-2), Pi(4/-2/1). Suchen Sie:
a) die Parametergleichung
b) die Komponentengleichungen
¢) die Spurpunkte.
d) Liegt der Punkt (7/-12/4) auf g ?

34.2.  Gegeben sind die beiden Geraden:
—3 1 -2 — -1 1
. = - 2
I, (11)+t(?2)undr! (2)+q(_l)
Haben die beiden Geraden einen gemeinsamen Punkt? Oder sind sie
etwa parallel oder etwa windschief?

34.3. Eine Gerade in der (x/y)-Ebene liegt || zur y-Achse mit x = x,.
Was ist die Koordinatengleichung?

34.4.  Suchen Sie die Koordinartengleichung der folgenden Geraden:
2 -1

() ()

34.5. Eine Gerade g ist -gegeben durch die Punkie A(-2/4) und B(4/0)
Suchen Sie folgende Gleichungen resp. beantworten Sie die Frage:
a) Vektorgleichung
b) Koordinatengleichung
¢) Punki-Richtungs-Form
d) Normalform.
e) Ist (0/3)Eg ?

34.6.  Suchen Sie den Schnittwinkel folgender Geraden:
g -4x +6y-12=0, g : 05x+y+2=20

34.7.  Gegeben ist g: 2x - y + 6 = 0. Bestimmen Sie den Fusspunkt des
Lotes vom Ursprung O aus auf g auf folgende Art:
a) Skizze
b) Steigung von g, Steigung des Lots
c) Gleichung des Lots
d) Schnittpunki

Fortsetzung: Riickseile
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34. Fortsetzung:

34.8.

34.9,

34.10.

34.11.

34.12.

34.13.

34.14.

34.15.

34.16.

34.17.

34.18.

Gegeben sind die Punkte A(-2/2), B(1/6), C(4/4). Die Gerade g geht
durch A und B, die Gerade g; durch C mit X (g, g;) = 77/6. Bestimmen
Sie die Geradengleichung von g; und den Schnittpunkt D = gMNg,.

A(5/8/-3), B(4/-3/-9). Was ist die Parametergleichung der Geraden AB?
1 1

= (—3) + t(—3). Suchen Sie:
3 3

Gegeben ist die Gerade g: T

a) Spurpunkte
b) Projektion auf die xy-Ebene

Es ist g = CD , A(3/8/9), B(1/-10/-8), C(5/2/3), D(4/5/6).
Ist A€Eg oder BEg?

Was ist die gegenseitige Lage folgender Geraden?
. 3 -6 — 6 -3
2 = (- t : = (9) +
wons (g8) (1Y) e (2 +49
Suchen Sie die_Parametergleichung der Winkelhalbierenden durch A
der Geraden AP und AQ. Dabei ist A(3/-2/1) und:

A (1) A8 - (3

(i8]

Gegeben sind die folgenden windschiefen Geraden:
e T (D)) A () ()

Berechnen Sie eine horizontale Transversale der Lange 5.

Berechnen Sie die Schnittpunkte folgender drei Geraden:
1 =2 0 1 3 4

T () () () ) B () )

Berechnen Sie den Schnittwinkel folgender Geraden:
g;: 10x + 7y + 16 = 0, gy 12x - 17y - 14 = 0

Gegeben ist der Punkt P(-4/6) sowie die Gerade g: 4x - 5y - 18 = 0.
Gesucht ist g,||g mit PEg;.

Gegeben ist das A ABC mit A(4/3), B(3/-6), C(-6/0).
Gesucht ist der Hohenschnittpunkt.

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispiele wihrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufitlhren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls moglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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Thema des Kapitels: Vektoren und Matrizen ISB. WIR90

35,

36.

Eine Geometrieaufgabe:

Gegeben sind die Gerade g: 2x - 3y + 6 = 0 sowie die Punkte P(1/7) und
Q(1/-6). Wenn man P und Q an g spiegell, so erhalt man die Punkte P’ und Q’.
Berechnen Sie |PP’|, |QQ’| sowie die Schnittpunkte PP’Ng und QQ’Ng.

Aufgaben zum Thema "Ebenengleichungen":

36.1.

36.2.

36.3.

36.4.

36.5.

36:6.

36.7.

36.8.

Gegeben sind die Punkte A(2/1/4), B(5/-5/-2) und C(-1/0/1).
Suchen Sie resp. beantworlen Sie die Frage:

a) eine mogliche Parametergleichung

b) Komponentengleichungen

¢) Koordinatengleichung

d) die Schnittpunkte "Ebene M Koordinaienachse"

e) 1., 2. und 3. Spur

fy Liegt der Punkt (-10/-4/12) in der Ebene ?

Gegeben ist die Ebene 2x - 3y + z + 8 = 0
Suchen Sie die Parametergleichung!

Gegeben ist der Punkt P(-5/6/4). Suchen Sie diec Gleichungen der
Hauptebenen durch P.

- = . 2 4
Gegeben ist die Gerade g: r = r, + Aa = (_%) + )\( -?)
a) Suchen Sie die Gleichung der erstprojizierenden Ebene durch g!
b) Berechnen Sie dic 2. Spur von g.

Gegeben sind die Ebene ® sowie dic Gerade g. Berechnen Sie D =
5 1 0 -2 - 2 =53
T Fe -l e MA) e ) B B2l g

q)ﬂg.

Gegeben sind die Ebenen @ und W. Suchen Sie die Gerade g = ®NV.

¢ x-y+4-2=0, ¥: -2x+y+ 22+ 4=0.

Suchen Sie die Koordinatengleichungen folgender Ebenen:

a) ® gegeben durch die Punkte A(1/-1/2), B(-2/0/3) und C(3/1/-2)

S (3) 2 (3) - u(2)

r

b) W gegeben durch

Die Ebene ®: 6x - 9y - 2z + 18 = 0 bildet mit den Koordinatenebenen

ein Tetraeder. Wie gross ist das Volumen dieses Tetraeders?

Fortsetzung: Riickseite
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36. Fortsetzung:

36.9.

36.10.

36.11.

36.12.

Untersuchen Sie, ob A€ P ist!
a) A(4/1.5/45), ¥ 2x + 3y -3z +1 =0
- 3 = 1
b AC2/18, & T = (1) A Q - u(-4)

Einc Ebene ® ist gegeben durch ihre 1. Spur r_; und ihre 2. Spur ;—2.
Suchen Sie @ !

T w0 )

Suchen Sie den Durchstosspunkt ®Ng der Ebene @ mit der Geraden g !

0 e () Q) u(3) w0y
3 2

oo
I

b) & 2x-y+32+1=0,

(-3) + «(-1)

Suchen Sie die Schnitigerade ®,N®, der Ebenen ®; und @, !

a) ®: x-2y+z+3=0, P x+y-32-2=0
w e 7= () al) - ul) e 5= () (3 Q)

37. Beantworten Sie folgende Fragen:

a)
b)
©)
d)
€)
f)

g)

Was

Was

Was

Wie

Was

Was

Was

ist die vektorielle- Komponente von D in R.ichtung_a) ?

ist die skalare Komponentie von b in Richtung_a’ ?

ist die geometrische Bedeutung des Skalarprodukts im R3 ?
lasst sich das Skalarprodukt im IR"™ verallgemeinern ?
bedeutet das Kronecker-Symbol ?

sind die Richtungskosinuse eines Vektors im R3 2

ist ein normierter Normalenvektor einer Ebene?

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispicle wihrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
.zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls moglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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Thema des Kapitels: Vektoren und Matrizen ISB, WIR90

38.  Aufgaben zum Thema "Skalarprodukt und Anwendungen”:

38.1. Berschreiben Sie ein A mit_a;, b und ¢. Verifizieren Sie dann mit Hilfe
des Skalarproduktes den Satz von Pythagoras.

38.2.  Verifizieren Sie mit Hilfe des Skalarproduktes den Cosinussatz.

38.3. Bestimmen Sie den Winkel zwischen zwei Vektoren a und b. Berechnen
Sie damit im A ABC den Winkel 7 : A(1/1/2), B(-3/-4/-2), C(3/-1/5).

38.4.  Berechnen Sie mit Hilfe des Skalarprodukis die Richtungscosinuse eines
Vektors a und beweisen Sie damit fiir diese Richtungscosinuse:

cos? (o) + cos?(B) + cosi(y) = 1

38.5.  Gegeben sind zwei Vekioren a und b. Zerlegen Sie b in Komponenten
nach a und a_| . Wahlen Sie dazu: A(3/5/7), B(2/3/4), C(1/5/8),

—_

D(4/7/12), 4 = AB, b = CD.
38.6.  Zeigen Sie, dass sich die Hohen in einem A in einem Punkt schneiden.

38.7.  Gegeben ist eine Gerade g und ein Punkt P,. Suchen Sic einc Ebene @
mit P,€E® und gL ®. Dabei ist :

ETE
~—

P, = P,(1/1/1) und g 1, = (_1) § t(

o
=]

38.8.  Suchen Sie die Projektion des Punktes P auf die Ebene @ !
Es ist P=P(1/1/1) und ®: 2x + y -z + 1 = 0.

38.9.  Was ist der Schnittwinkel X (®,¥) der Ebenen ® und ¥ ?
$: 2x+y-z+1=0, ¥: x+2y+32-2=0
(Hinweis: Betrachten Sie den X zwischen den Normalen)

38.10. Suchen Sie den Schnittwinkel x (g,®) der Geraden g und der Ebene &.

o
o

g:F:t(l), ®: x +2y-2=20"

38.11. Berechnen Sie <a +_t).,_c‘—ﬁ>. Dabei 1ist:

- 6
38.12. Was sind diec Richtungswinkel von a = (—g ) ?

Fortsetzung: Riickseitle
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38. Fortsetzung:

38.13.

38.14.

38.15.

38.16.

38.17.

38.18.

38.19.

38.20.

38.21.,

38.22.

38.23.

38.24.

Berechnen Sie den ZLG, T)') zwischen a und b !
-1 5

()0

Gegeben ist A ABC mit A(-1/3/7), B(-5/4/3), C(6/-5/-4). Berechnen
Sie die Innenwinkel des A.

Berechnen Sie den Projektionsvektor von AB auf die Gerade CD.
A(-7/-5), B(0/-4), C(10/1), D(-6/13).

—

Berechnen Sie die vektorielle und die skalare Komponente von b in
Richtung a !

Beweisen Sie: In einem Rhombus stehen die Diagonalen normal
aufeinander.

Zeigen Sie: In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate
iiber den Seiten gleich der Summe der Quadrate iiber den Diagonalen.

Gegeben ist ®: 3x - 2y + 4z - z = 0. Suchen Sie die Hess’sche
Normalform. Was ist der Abstand des Ursprungs von ® ?

Gegeben ist der Punkt P(4/6) und die Gerade g: 2x - 3y - 6 = 0.
Was ist der Abstand von P zu g ?

Gegeben ist der Punkt P(4/1/1) und dic Ebene ®: 2x-y+z+2 = 0
Was ist der Abstand von P zu @ ?

Gegeben sind die Ebenen @ und W. Suchen Sie die Winkelhalbierende!

2
$: <(%),r>+4=0, ¥: x+y-2z+1=20

Gegeben ist P(2/2/-2) und ¥: x - 2y - 3z = 0. Von ® weiss man:
PE® A ®||¥. Suchen Sie die Koordinatengleichung von ®.
1

Gegeben ist P(2/-3/-1) und n o= (—‘%)

Suchen Sie die Koordinatengleichung von ® mit PE ® und nl®.

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispicle wahrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls mdglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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38. Fortsetzung der Aufgaben zum Thema "Skalarprodukt und Anwendungen':
- 6 -8
r

s (3)+ 1( ?%)

Suchen Sie die Koordinatengleichung der Normalebenen ®_Lg mit PE @,

38.25. Gegeben sind der Punkt P(-6/10/16) und dic Gerade g:

38.26. Gegeben sind die Punkte P(3/4/0) und O(1/4/2) sowie die Gerade g:

sy 0 -1
fy = (-%) ¥ 1( %)
Berechnen Sie einen Punkt R€g mit |PR| = |QR|.

38.27. Gegeben sind die Punkte A(-1/-2/0) und B(1/1/2) sowie die Ebenc
$: x + 2y + 22 - 4 = 0. Suchen Sie die Koordinatengleichung einer
Ebenc ¥ mit AEY, BEVY und L V.

38.28. Suchen Sie die Projektion von P(3/1/-1) auf ®: x + 2y + 3z - 30 = 0.

38.29. Die Gerade g entsteht aus der Geraden g durch Spiegelung an ®.
Suchen Sie dic Parametergleichung von g’ !

g:r_g‘—(%_)Jrl([E), Ebenc@:x—Zy#—Bz—fﬁzO.

38.30. Ein Lichtstrahl aus einer punktféormigen Lichtquelle in P wird in A reflek-
tiert und trifft dann in Q. Berechnen Sie die Normale des Spiegels, auf
dem sich A befindet. A(3/-5/3), B(-1/-3/7), Q(-5/3/-1).

38.31. Gegeben sind die Ebenen ® und ¥. Suchen Sic 2 ($,¥) !
$: 2x + 3y + 4z - 6 = 0, ¥ 3x-2y-z+ 4 = 0.

— 2 -2
38.32. Gegeben sind g: 1, = ( g) + l( ?) und ®: 2x+3y+4z-6 = 0

Berechnen Sie die Neigungswinkel X (g,®).

38.33. Suchen Sie die Winkelhalbierende von g: 3x - 4y + 12 = (0 und
h =5x + 12y - 1 = 0.

38.34. Gegeben sind die Ebenen ®: x - 2y + 22 - 9 = 0 und
¥: x + 4y - 8 - 9 = 0. Suchen Sie die Gleichung der Winkel-
halbierenden Ebene.

38.35. Welche Punkte auf der Geraden g haben von ® und ¥ gleiche Abstinde?
®: 2x+2y+z+1 =0, ¥ 2xXx-y+22-1=0,

e - (2) (7).

Fortsetzung: Riickseite
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39. Aufgaben zum Thema "Kreis, Kugel, Ellipse, Tangente, Pol, Polare, Potenz":

39.1.

39:2:

39.3.

39.4.

39.5.

39.6.

39.7.

39.8.

39.9.

39.10.

Entscheiden Sie, ob folgende Gleichung eine Kugel darstellt:
XX +y:  +22 -2x-y+2z-36=0.
Was sind die Schnittpunkte L{x2+y?—x+y-4=0} NL{2x-y+0.5=0} ?

Suchen Sie die Schnittpunkte KMNg der Kugel K mit der Geraden g !

g Ty = (:é)“(:l%) Ki x-17+ @+ 1)+ @-27%= 64

Gegeben sind die Kreise K; um M;(1/5) mit dem Radius R; = 1 und
K, um M,(4/1) mit R, = 2.5. Gesucht ist ein Kreis K3, der K; und K,
berithrt, K; umschliesst, K, aber ausschliesst.

Gegeben sind P, und P,. Beweisen Sie: {P | PP, L PP,} = Kreis-
linie resp. Sphire (Thaleskrels resp. Thaleskugcl)
Hinweis: Sei OP= T, 0_131 = rl, OT"q = r-,

1L bedeutet <F-ry, T-1,> = 0 .

Gegeben seien P; und P,. Beweisen Sie mit Hilfe des Skalarprodukis:
{P | |PP,|:|PP,] = A} = Kreislinic resp. Sphire (Apolloniuskreis resp.
Apolloniuskugel.

Gegeben ist ein Kreis K mit dem Mittelpunkt M(3/5) und dem Radius
R = 4. Wenn Sie die x-Achse um den Faktor 2 strecken, entsteht im

neuen Koordinatensystem eine neue Figur K. Um was fiir eine Figur

handelt es sich und wie lautet deren Gleichung? Versuchen Sie es auch
mit anderen Streckungsfaktoren.

Gegeben ist eine Kugel K um M(2/1/-1) mit dem Radius R = 4 sowie
auf dem Kugelrand ein Punkt P,(1/2/z) mit z maximal. Berechnen Sie
die Tangentialebene in P,.

Gegeben ist ein Kreis K um M(3/2) mir R = 5 und ein Punkt P(8/6).
Konstruieren Sie von P aus die Tangenten an K mit Hilfe der Polaren.

Berechnen Sie die Tangente von P (-2/5) aus an K: X2 +y>-x+2y-3=0.
a) Mit Hilfe der Polaren.
b) Mit Hilfe der Diskriminanten.
¢) Mit Hilfe der Hess'schen Normalform.

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispiele wihrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls maoglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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39. Fortsetzung der Aufgaben zum Thema "Kreis, Kugel, Ellipse, Tangente, Pol, Polare, Potenz":

39.11. Gegeben ist die Polarenebene @: 2x -y + z - 2 = 0 und die
Kugel K: x* + y* + 72> - x -y + 4 = 0. Berechnen Sie den Pol !

39.12. Gegeben sind die Kreise K; mit M;(1/3) und R; = 2 sowie K, mil
M,(0/1) und R, = 3. Suchen Sie dic Potenzgerade !

40. Repetitionsfragen: Was bedeuten die folgenden Betriffe?

a) Pol b) Potenzgerade ¢) Potenz
¢) Polare f) Sehnensatz g) Tangentensatz
h) Sekantensatz 1) Potenzebene i) Apolloniuskugel

41. Um was fiir Kurven handelt es sich?

41.1. x(t)

1]

(x; - tx)/(1 =), y) = (y; -t y)/(A -0

41.2. x(1)

[l

R cos(t) , y(t) = R sin(t)
413. {P} =2 AP? + BP? = s, A(-c/0), B(c/0)

41.4. Gegeben ist ein Kreis um O mit Radius R, A = A(-R/0), P €K,
K = {P | OP? = R?}, B_= B(R/0). Weiter brauchen wir folgende

Geraden: ¢ = AB, h = OP, j ||h mit BEj. Sei S = gNj.
{s@e)} =7

41.5. Gegeben sei g: y = -2x und h: y = x. Auf g wihlen wir cinen Punkl
A und ziechen durch A die Parallelen zur x- und zur y-Achse. Diese
Parallelen schneiden h in B und die x-Achse in C. Dann bestimmen wir
den Punkt D€ x-Achse, der das Rechteck ABCD vervollstandigt. M sei
der Schnittpunkt der Diagonalen dieses Rechtecks. Welche Kurve beschreibt
M, wenn A auf g bewegt wird?

42.  Aufgaben zum Thema "Vektorprodukt":
42.1.  Erlautern Sie die folgenden Begriffe:
a) Flachenprodukt b) Determinanteneigenschaft des Flichenprod.

¢) Vektorprodukt d) Cramersche Regeln

Fortsetzung: Rickscile
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42. Fortsetzung:

42.2.

42.3.

42.4,

42.5.

42.6.

42.7.

42.8.

42.9.

42.10.

42.11.

Gegeben sind die Vektoren a und b. Gesucht ist der Flicheninhalt
des Parallelogramms ( a, b).

Gegeben sind die Punkte A(2/3), B(3/7) und C(-1/4). Berechnen Sie
den Flacheninhalt des AABC sowie den Flicheninhalt des durch A, B
und C definierten Parallelogramms.

Gegeben ist ein AABC mil_a., D und ¢ als Seitenvektoren. Beweisen Sie
den Sinussatz mit Hilfe der Beziehung @ + B + ¢ = 0 sowie dem
Flachenprodukt.

Losen Sie das folgende Gleichungssysstem mit Hilfe der Cramerschen

Regeln:
2x + 3y = 4|
-Xx + 2y = -5 |

Gegeben sind A(1(0/2), B(4/-3/5), C(-2/2/6) € R3. Berechnen Sie cinen
normierten Normalenvektor 1 auf die durch A,B und C definierte Ebene
sowie den Flicheninhalt des durch A, B und C bestimmten Parallelo-
gramms

Berechnen Sie die folgenden Determinanten:

a)|

| 1 2 | b) | sin(®f) - cos() |
3 4

| | cos(o) sin(o) |
Losen Sie folgendes Gleichungssystem mit Hilfe der Cramerschen Regeln:

3x + 7y - 19 = 0 |
2x—- y- 7=0]|

Gegeben ist das A ABC: A(-1/2), B(3/4), C(5/-6). Berechnen Sie den
Flacheninhalt. -

Gegeben ist das Viereck ABCD: A(-2/-2/, B(2/6), C(4/-5), D(10/-4).
Berechnen Sie den Flicheninhalt.

Gegeben ist das A ABCD: A(1/-1/3), B(2/1/3), C(4/1/-3). Berechnen
Sie den Flacheninhalt.

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispicle wahrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufii-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehdren.
Falls maglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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Thema des Kapitels: Vektoren und Matrizen ISB, WIR90

42, Fortsetzung der Aufgaben zum Thema "Vektorprodukt":

42.12.

42.13.

42.14.

42.15.

-1

L= SRV

Gegeben sind die Vektoren a = (— ) und b

Il
—
(¥5]
~—

=3
Berechnen Sie < a, b> und a X b .

Gegeben sind P, g, und g,. Bestimmen Sie die Parametergleichung einer
Geraden g mit PE€g, g,_Lg und g, Lg Dabei ist:

. 1 2 5 - 1
P = P(1/0/3), g: 71, = (%) % 1(-%), gy 1y = (3) + 1(31,) _

Zu drei Punkten auf einer Geraden gehoren die Ortsvektoren ry, r, und
ry. Beweisen Sie folgenden Sachverhalt:

(1 X 1) + (p Xry) + (3 X)) = 0
Zeigen Sie, dass folgende Beziehung richtig ist:
(a X b)? = a?b?- < a, b>?2

(Schreibweise: < T, 1> = t2 ) Verifizieren Sic damit dic Formel von
Heron fir den Flacheninhalt von Dreiecken:

F = l/s (s —a)(s-b)(s -¢c mit s= (athb+c)/2

43,  Aufgaben zum Thema "Spatprodukt und Determinanten”:

43.1.

43.2.

43.3.

43.4.

Zeigen Sie: Das durch A(5/2/1), B(-6/3/2), C(2/5/2) und D(0/0/-2)
definierte Spatvolumen ist 0.

Berechnen Sie mit Hilfe des Entwicklungssatzes den Wert folgender
Determinante:

[anclil o I e I N
B =W
RO N
[ S G G 3

|
Berechnen Sie mit Hilfe der Regel von Sarrus det(A):

- ()

Berechnen Sie dieselbe Determinanten wie in 43.2. und 43.3. mit Hilfe
von Elementarumformungen (Pseudodiagonalisierung).
Fortsetzung: Rickseite

W =
B =W
-
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43. Fortsetzung:

43.5.

43.6.

43.7.

43.8.

43.9.

43.10.

43.10.

43.11.

Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen:

1 0-1 1 1

19 42 22 0 1-1-1 1

A = 57 127 68 ; B = 1 1 0-1 1
76 163 91 1 1 -1 0 1

1 1-1 1 1

Losen Sie mit Hilfe der Cramerschen Regeln das folgende Gleichungs-
system:

3 x 5y + 4z - 5 = 0 |
7x + 2y - 3 - = 0 |
4x + 3y - 7z - 11 = 0 |

Losen Sie das folgende Gleichungssystem:

y-2z+ W = =1 |
X -y + z =1]
X -y + 7—w:2]
2x +y+ 22 +w= 0 |

Sei C = E + B, Baus 43.5.. Sei v = (1,1, 1,1, 1)L
Schreiben Sie ein Programm um die folgende Gleichung zu losen:

Cx = v

Gegeben ist das Tetraeder ABCD. Berechnen Sie das Volumen mit Hilfe
des Spatproduktes. A(0/0/0), B(12/0/0), C(1/7/4), D(2/3/8).

Gegeben ist die Gerade g: _r’()\) = r_(; + N a sowie der Punkt Poég.
Berechnen Sie den Abstand von P, zu g mit Hilfe des Vektorprodukts.
P,(-18/24), 1, = (1, -2)' , A = (1, D

Gegeben ist die Ebene &: TN R = rz + Na + pb sowie der
Punkt Q,. Berechnen sie mit Hilfe des Spatproduktes den Abstand von
Q, und . B _

Qu(-1/1/-12) , 15 = (1/1/1)', a = (-4/5/3)' , b = (2/-3/7).

Untersuchen Sie, ob fiir das Grassmannprodukt das Kommutativgesetz
gilt.

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispiele wiahrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehdren.
Falls moglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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44. Aufgaben zum Thema "lineare Gleichungssysteme":

44.1. Verschaffen Sie sich Klarheit iiber folgende Begriffe:

a) Lineare Gleichung b) Gleichungssystem

¢) Homogene Gleichung d) Inhomogene Gleichung
e) Paritkulire Losung f) Allgemeine Losung

g) Losungsraum h) Lineare Mannigfaltigkeit
i)  Geradenbiichel i) Ebenenbiischel

k) Geradenbiindel 1) Ebenenbundel

m) Homogene Erweiterung n) Linear abhangiges Gleichungssystem
o) Rang eines Systems p) Ordnung eines Systems
q) Elementarsubstitution r) Pivot-Element

s) Matrixprodukt t)  Nullmatrix

u) Einheitsmatrix v) Diagonalmatrix

w) Dreiecksmatrix x) Transponierte Matrix

y) Symmetrische Matrix z) Gauss-Jordan-Verfahren

44.2.  Suchen Sie die allgemeine Losung der Gleichung 2x; - 3x, + 6 = 0
443, Losen Sie allgemein:  3x; - 2%, + 5x3 = 7

44.4.  Schreiben Sie die Gleichung aus 44.3. in homogener Form.

44.5. Was ist in 44.3. die Dimension der Losungsmannigfaltigkeit?

44.6. Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mit Hilfe der Elimina-
tionsmethode (Elementarsubstitutionen):

Bestimmen Sie Ordnung und Rang des Systems sowie dim(L).

3x + y- z -11
x + 3y - z-13
X+ y-3z-11

nn
o oo

Fortsetzung: Riickseite
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44. Fortsetzung der Aufgaben zum Thema "lineare Gleichungssysteme":

44.7. Berechnen Sie die Losungsmenge und deren Dimension und bestimmen
Sie dann noch Ordnung und Rang des Systems:

a) I1x -2y =0 b) 1x + 2y = 2 | ¢ 1x -2y = 1|
Ox + 0y = 0 Ox + 0y = 2 | -2x + 4y = -2 |

d 1x - 2y =1 g Ix~2y= 1 | ) x+ y+ z-2=20|
2x - 4y = 2 2x - dy = 2 | 2x-y—22+2z0|
3x - 6y = 5 1x + 1y = 4 | 3x + 3y + z =0 |

44.8. Konnen Sie mit Hilfe des Rangsatzes eine Methode finden, die es erlaubt

zu priifen, ob eine Menge von Vektoren linear unabhangig ist?

44.9. Losen Sie das folgende Gleichungssystem mit Hilfe des Verfahrens von
Gauss-Jordan:

x1—2x-_,+3x3+5x4—4x5=2|
2%, - 4%, + 6%3 + 5x4 + x5 = -6 |
2%, - 5%, + Ty + Txq + 3x5 = -7 |
X, + X5 - 2x3 - 3x4 + 5x5 = -3 |

45. Aufgaben zur Matrizenrechnung:

45.1. Gegeben sind die folgenden Matrizen und Vektoren:

10 2 010 -
A=[-153), B=[102]) wu-=
2 -2 4 001 =

Berechnen Sie damit:

2 "

4 , Vo= :
1

a) A + B b) Au + AV) ¢) 7(A u)

d Au + Bu ¢) AB fy) BA

45.2. Berechnen Sie A-B und B - A, falls moglich:
3 2 231
A=([-1 3}, B=
2 -8 023

Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispiele wahrend den
Theoriestunden behandeclt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufithren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufii-
ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls maoglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.
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45. Fortsetzung der Aufgaben zum Thema "Matrizenrechnung":

45.3. Berechnen Sie A-B und B-A, falls moglich:

i 02 51
a) A=|[3 01 b) A = 72), B =
1 1 2 01
45.4.  Zeigen Sie, dass folgende Matrix S eine Zentralstreckung bewirkt:
A 0
S = A
0 A
45.5. Geben Sie eine Matrix, die im IR3 die 2. Koordinate um den Faktor 35

streckt. . 1 . 1
Z.B. u = 1. = v =15
1 1

45.6. Geben Sie eine Matrix, die im R3 die 2-te Koordinate spiegelt.
(Spiegelung an der xz-Ebene.)

1.0
01
00

0
0
1

45.7. Geben Sie eine Matrix, die im IR? cinen beliebigen Vektor um das Dreh-
zentrum 0 um den Winkel ¢ dreht.

45.8. Geben Sie eine Matrix, die einen beliebigen Vektor im R3 um n/6
um die x,-Achse dreht. Was ist dann das Bild von v = (1, 1, 1) ?

45.9.  Schaffen Sie sich Klarheit iiber die folgenden Begriffe:
a) Regulare Matrix b) Affinitat ¢) Nullteilerfreiheit

45.10. Zeigen Sie: Eine regulare Matrix im IR? stiftet eine lineare Abbildung,
die geradentreu ist und Streckenverhiltnisse invariant lasst.

45.11. Uberlegen Sie sich, aus welchen Matrizen eine Affinitat im R? zusammen-
gesetzt werden kann.

45.12. Berechnen Sie die Inverse A™! zu folgenden Matrizen:

cos($) -sin(¢) 10
) A= (sin(¢) cos(qb)) W 2 \0 )\)

i\ A0 A 3 0.5 2
©) o ) \4-2

]

Fortsetzung: Riickseite
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45. Fortsetzung der Aufgaben zum Thema "Matrizenrechnung":
45.13. Was fur algebraische Strukturen mit Matrizen kennen Sie?

45.14. Losen Sie die folgende Gleichung: 3 X-A + 9 A - 6B + 2 E =N

23 -4 -1
mit A = und B =
01 5 =2

45.15. Priifen Sie, ob A-B = B - A ist:

11 10
A = . B =
00 10

45.16. Priiffen Sie mit A und B, ob dic Menge der reguliren Malrizen im R?
beziglich Addition und Multiplikation abgeschlossen ist:

11 1 1
A = . B =
01 g =1
45.17. Priifen Sie die Nullteilerfreiheit der Matrizen im R2 mit A und B:
01 11
A — 5 B =
01 00
45.18. Berechnen Sie X:

0 -1 -4
1 -3} [[-3
2 -2 -5

45.19. Bestimmen Sie die Inversen folgender Matrizen A nach dem Verfahren
von (Gauss-Jordan, sofern das moglich ist:

1 0 -1 111 1 1 1
a) A = 3 1 -3 by A = 111 c) A = 011
1 2 -2 111 001

b= I
| I
— =t
e
>
=+
—
|
RS ==l 5]
|
O =

—
i (D =t

45.20. Bestimmen Sie det(A) und det(A™!): A 22222
100\ /1 1 4 2 0 0 013 04444

a) 010}-y0 2-3}-1 4-2 0 b) |1 01 ¢) 00666
001) \o 0 3 {-5 6-3 007 BhhE =
000010

45.21. Berechnen Sie Eigenwerte, Eigenvektoren und Fixgerade:
j e 41 1 -1 -2 -0.5 cos(¢) -sin(¢p)
(o 1)‘ (2 3)’ (1 1)’ ( 2 -1 ) (sin(qb) cos(¢))
Bemerkung: Einige der Aufgaben werden jeweils als Begleitbeispicle wahrend den
Theoriestunden behandelt und sind in den Uebungsstunden nicht vor-
zufiihren resp. als Praktikumsaufgaben nicht zu behandeln. Vorzufi-

ren sind nur Aufgaben, die zum schon behandelten Stoff gehoren.
Falls méglich, sind die Resultate mit Mathematica zu kontrollieren.




