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INHALTSVERZEICHNIS 1

Préface a la partie analyse bombinatoire

Problémes aux nombres entiers

Chere lectrice, cher lecteur,

L’analyse combinatoire fait partie du programme du gymnase classique. Dans les écoles qui préparent
a la maturité professionelle, il devrait étre traité également. Mais quoi, si un étudiant n’a jamais eu
contact avec cette matiere pour n’importe quelle raison — ou s’il I’a oubliée? Alors il faut 1’élaborer ou
répéter. Par conséquent ce texte est congu comme cours de répétition et comme perfectionnement.
L’importance de 'analyse combinatoire est incontestée. Elle est un outil pour la solution de problémes
qui nous surprennent parfois. Elle est la base pour le ”calcul des probabilités et la statistique”.

Ce texte est écrit en forme de script. Ca signifie qu’il représente une forme tres abrégée de la maniere
a apprendre. Pour des explications plus vastes et détaillées, exemples, preuves exactes et suppléments,
on conseille I’étudiant de consulter plusieurs livres de cours. Etudier signifié en grande partie d’élargir
soi-méme son savoir a l’aide de la littérature et acquérir de la matiere, de ’approfondir et de I'utiliser.
Pour cela, un script est seulement un indicateur d’itinéraire et ne remplace jamais un livre de cours.
Chacun est libre de choisir ses livres de cours. On trouve le sujet de 'analyse combinatoire pratiquement
dans toutes les oeuvres de mathématiques pour le gymnase classique. Concernant le niveau des hautes
écoles professoinelles le lecteur est renvoyé a des ouvrages tels que A5 (Brenner, Lesky, Mathematik fiir
Ingenieure und Naturwissenschaftler, Band 1).

Dans 'été 1996 L’auteur



Kapitel 1

Quant a organisation

Vue générale

1. Organisation, cadre

2. Matiere

3. But, chemin, méthodes, feedback, groupe

4. Exercices, études personnelles

5. Technique de travail et d’apprendre, selfmanagement

6. Droits et devoirs de I’étudiant et de 1’école

7. Principes et positions

8. Calculatrices de poche, ordinateurs, software en mathes

9. Organisation du semestre en mathématiques (nombre de notes, réglement des examens, Plan des
examens, conditions concernant les examens, exigences formelles, conditions formelles, philosophie
des notes, évaluation des exercices et des projets, porte—feuille, chef de classe, professeur chargé de
la classe, chef chargé des copies, heures de consultation)

10. Aides (bibliotheque, calculatrice de poche, software en mathématiques, littérature)
11. Plan du temps a disposition

12. Introduction
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Kapitel 2

Questions fondamentales de la
statistique

2.1 Introduction

2.1.1 Stochastique et statistique

Stochastique est considérée comme le terme générique. Ce nom est dérivé des mots grecs ”stochastike
techne”. En latin cela signifie ”ars coniectandi” ce qui signifie ”art des taux”, art de la conjecture. La
stochastique est proprement une branche des mathématiques, bien qu’aujourd’hui on I'enseigne dans des
branches d’étude arrangées expres pour elle. A quelques universités on peut terminer ainsi les études
comme "statisticien” ce qui est en réalité ”stochasticien”. Sous le terme général de ”stochastique” on
réunit les domaines scientifiques de la ”théorie probabiliste” et de la ”statistiques”.

Par contre aujourd’hui on comprend sous ”statistique” le résumé de méthodes pour ’analyse de données
empiriques. Parfois les notions ”stochastiques” et ”statistiques” ne sont pas distinguées si exactement,
car I'idée de la notion ”stochastiques” n’est pas connue a chacun et par conséquent n’a pas de grande
efficacité publicitaire. Beaucoup d’auteurs intitulent leurs livres avec ”statistiques”, mais ils pensent &
”stochastiques”. Ce mauvais usage persiste souvent dans le texte du livre.

Le mot "statistiques” se déduit probablement du mot latin ”statisticum” qui signifie ”ce qui concerne
I’état”. D’autre part dans la langue italienne il existe le mot ”statista” qui signifie homme d’Etat resp.
politicien. Au 18eme siecle dans la langue allemande on a commencé a utiliser le mot ”statistique”. Par
ce mot on spécifiait des données sur I’état (théorie d’état). La signification du mot de statistique comme
collectionner et interpréter des données date probablement du 19eéme siecle.

2.1.2 La nature de la statistique

La grande importance de la statistique est inhérente a elle-méme: La statistique sert a élaborer un
jugement sur les événements de masse. Ces événements de masse correspondent a l’esprit de notre
siecle. De nouvelles méthodes rendent les statistiques tres efficaces. Les vieilles méthodes empiriques des
artisans ne suffisent plus.
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Actuellement on fait la différence entre les types suivants des statistiques:
1. La statistique descriptive ou empirique
2. La statistique inductive ou mathématique

3. La statistique générant des hypotheéses, explorative, extraction des données ou
data mining

La statistique descriptive est mathématiquement simple ou inoffensive. Il s’agit ici de la présentation ou
représentation du matérial statistique.

Par la statistique mathématique (statistique analytique ou inductive), on veut parvenir aux résultats
affirmatifs. Il s’agit de méthodes d’estimation, d’évaluation ou de méthodes de test pour des hypotheses.
Comme résultats on obtient des expressions probabilistes. Ici le calcul de probabilité entre comme partie
de la théorie. On cherche des rapports, des relations ou des différences dans les données. On cherche aussi
la mesure de la sécurité des suppositions, des résultats hypothétiques des modeles. On estime un résultat
comme statistiquement assuré seulement si un résultat peut étre confirmé dans le cadre de planifications
d’expériences prévoyantes et prospectives avec une probabilité tres grande. Ici il faut toujours discuter
la forme de la question posée par rapport aux alternatives ainsi que la probabilité acceptée.

Du point de vue des méthodes, la statistique explorative ou générant des hypotheses est une forme
intermédiaire des deux méthodes ou des différentes statistiques mentionées en haut. Comme le besoin
d’application et I'importance de la statistique augmentent, nous sommes actuellement témoins (fin de
siecle) d’un développement d’une forme d’application indépendante de cette science.

On distingue entre statistique analytique ou statistique descriptive qui est mathématiquement
inoffensive et qui a comme but la représentation ou présentation de matériel statistique (données). Nous
distinguons entre la statistique mathématique (statistique analytique ou inductive) qui méne
aux résultats affirmatifs ou qui travaille de facon explorative.

Nous connaissons la statistique descriptive et empirique déja du temps de l'antiquité égyptienne
(statistique d’oignons & 'occassion du batiment des pyramides ...). Aujourd’hui il s’agit trés souvent
d’arriver, partant d’une situation décrite par des nombres, & un jugement qui est comparable aux
autres jugements, a l'aide d’une ”exploitation” mathématique. Les méhtodes pour obtenir et exploiter le
matériel statistique sont fournies par les statistiques mathématiques.

Des statistiques, on exige les cinq qualités suivants, ce qui est facilement compréhensible:
1. Objectivité (Indépendance du point de vue du producteur de la statistique)
2. Reliabilité (Fiabilité)
3. Validité (Une validité qui dépasse le contexte)
4. Portée (La mesure d’étre juste, la mesure d’étre essentiel ou fondamental)

5. Importance (La mesure d’étre signifiant)
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2.1.3 Domaines de problemes de la statistique mathématique

Concernant la méthode de la statistique mathématique, nous pouvons distinguer les domaines de
problemes suivants:

1.
Manieére et méthodes de la collection des données

classement, structure, disposition, résumé

Analyse: Exploitation, conclusion, examen d’hypothese
Estimation la la fiabilité

Evaluation

Présentation de régularités statistiques

Application: Partout ou des événements de masse jouent un role. P. ex. statistiques de réparation,
statistiques de vente, statistiques de stock ou de matériaux, statistiques d’accidents, de naissances—,
de déces—, statistiques de population, statistiques de santé, statistiques de climat, statistiquess dans la
fabrication industrielle en vue de controles de qualité u.s.w..

Le profit qu'on obtient des statistiques est la mise au point de nombres stratégiques comme base de
décisions stratégiques. L’intention est souvent la diminution de risques, ’abaissement de frais, I’élévation
du gain ou I’évitement de pertes etc..

2.1.4 Types d’événements de masse

On peut distinguer entre deux sortes fondamentalement différentes d’événements de masse:

1.
Grand nombre d’individus (statistiques olt on compte). Le matériel des données consiste en nombres
(e N).

Grands nombres d’événements individuels ou généralement de mesurages physiques. Le matériel
des données consiste en valeurs indiquées, c.-a.-d. généralement des nombres réels (€ R).

Quant au matériau observé (individus, phénomeénes uniques), il peut s’agir généralement de choses
indépendantes et localement et temporellement ou n’importe comment de nature différente, que nous
appellons des unités d’observation ou des caractéristiques qui se manifestent par sortes ou em-
preintes différentes. Nous voulons classifier les sortes de manifestations suivantes:

1.
Les caractéristiques qualitatives, c.-a.-d. des caractéristiques non quantifiables.
Exemple: On qualifie quelque chose de "beau”, "moins beau”, ”disgracieux” ou "horrible”. Un
transfert sur une échelle graduée est toujours problématique parce qu’il s’agit dans le cas présent
de sentiments humains, qu’on ne peut pas bien délimiter I'un contre ’autre et qui ne sont pas
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absolument comparables encore moins s’il s’agit de taxateurs différents. Ce probleme émerge souvent
a l'occasion de notes d’école. Il parait absurde de ”calculer”’ avec des manifestations pareilles. On
” 7

peut se demander, si "beau” plus ”horrible” devrait donc étre ”beau”, ”moins beau”, ” disgracieux”
ou ”horrible”. Le méme vaut pour une multiplication éventuelle au lieu de une addition.

Des caractéristiques quantitatives. Ici, on peut distinguer deux groupes:

(a)
Des caractéristiques quantifiables de fagon discréte, par exemple des nombres d’individus.
On pense peut—étre au nombre de gens dans un ascenseur. Ici, les places apres le virgule
deviennent absurtes, s’il ne s’agit pas de caractéristiques comme par exemple une moyenne.
Nous ne trouverons pas une cabine d’ascenseur dans laquelle on observe par exemple ”74.852
personnes”.

Les caractéristiques quantifiables comme continues, par exemple des résultats de mesures
qu’on a mesurées a l'aide d’une échelle graduée. Imaginons qu’on ait ainsi a mesurer la longueur
d’un baton. Celui—ci mesure 3.952m & quoi la derniere place est inexacte (£0.001m). Quant
a cela il faut tenir compte du fait que lorsqu’il s’agit d’observations d’apres la nature, il n’est
pas possible d’obtenir une exactitude infinie des résultats. Ici, il faut donc comprendre la
notion ”continue” dans un sens moins exact c.-a.-d., ne le comprendre pas comme l'exactitude
mathématique.

C’est souvent la complexité de la taille du matériel qui contraint & une division préalable des nombres
présents en classes et par conséquent a une représentation de classes de remplacement.
Contrairement aux événements de masse, il y a des irrégularités accidentelles lors qu’il s’agit d’individus.
Les "régularités statistiques” manquent.

2.1.5 Echantillons

Souvent il ’agit, lors d’une analyse d’événements de masse, d’événements qui partent d’un tres grand
nombre d’événements individuels qu’on ne peut absolument pas saisir dans leur totalité. Par conséquent
on est forcé de réduire les événements de fagon représentative et de faire un choix. Nous appelons un tel
choix représentatif un échantillon (prise ou récolte d“échantillons). Le nombre de notions individuelles
choisies s’appelle taille d’échantillon.

Les valeurs d “échantillonnage recueillies ou rassemblées sont saisies normalement dans une liste
initiale (protocole des mesurages, questionnaires etc.) Elles sortent d’une population (univers)
de manifestations, qui normalement, a cause des inscriptions, enregistrements ou mentions réels
sont disponibles et connues et, s’il est sensé, sont expansibles de fagon délimitée dans le cadre de
I'enregistrement . Ainsi on pourrait, a I’occasion d’un enregistrement de la diversité biologique, découvrir
par exemple une nouvelle sorte de plante qui n’était jusqu’ici pas connue dans aucune liste. Pour cela, la
totalité de la population est élargie maintenant de fagon limitée.

Evidemment, on peut aussi ordonner une liste initiale tout de suite. Comme ¢a, on obtient des listes
initiales ordonnées, par exemple un classement. Mais lors de la construction d’'un classements on perd
déja de I'information, parce que l'ordre de collectionner les données ou de collectionner les mesurages est
transformé. Cet ordre peut avoir une influence systématique sur les données. Par conséquent le capital
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est dans la liste initiale. On devrait la conserver toujours en tous cas comme la source la plus importante
tant qu’on travaille encore au traitement statistique des données.

Un échantillon consiste en unités d’observation (par exemple des individus) qui portent des car-
actéristiques (variables). Celles—ci possédent normalement une empreinte ou manifestation person-
nelle (valeur) pour chaque individu. Nous appellons la quantité des valeurs ramassées les données
d’échantillon.

2.2 Facon der travailler dans la statistique mathématique

En pratique, les questions statistiques sont variées. Cependant les étapes d’élaboration et les méthodes
utilisées sont souvent les mémes:

N
llfere ctape Formuler le probleme (notions, période, différenciation, ...)
\ 7 —
2 cme Etape Planification de l'expérience (gagner un maximum d’information,le
! temps et les frais sont donnés .. .)
\ 7 —
l?reme ctape Exécution de I'expérience (nombre d’examens = taille de 1’échantillon).
z_. 7 . —
Expérience aléatoire Echantillon
|
4 \ 7 —
_eme ctape Tabulation et description des résultats. Calcul de grandeurs statistiques
caractéristiques.
5 \ 7 —
~eme ctape L’induction: Conclusion de I’échantillon a la totalité des individus. Esti-

mation de I’exactitude.

Important:

Les conclusions de I’échantillon a la totalité des individus se fondent sur les mathématiques du
calcul des probabilités. Des déductions de ce genre completement stires n’existent pas.

Les conclusions a la totalité des individus ne sont valables que s’il s’agit vraiment d’'une expérience
de hasard (voir 4.2).

Une expérience peut mener a la destruction de D'article. Dans ce cas, 'article est donc soustrait a
son affectation.
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2.3 Statistique descriptive

2.3.1 Questions

Les échantillons ne sont normalement raisonnables que s’ils consistent en nombres ou s’ils peuvent étre
représentés par des nombres.

Probléme:

Comment est—ce que les données récoltées peuvent étre représentées ingénieusement?

Comment est—ce qu’on peut exprimer les échantillons par peu de nombres pour pouvoir les comparer
ainsi? (~ Moyenne, variance ... )

Les idées importantes sont la fréquence absolue et relative, la fonction de fréquence f (2), la
fréquence somme (intégrale) — ou fonction de répartition F(x) ainsi que les caractéristiques
comme par exemple une moyenne. Les caractéristiques servent a mesurer, jauger ou repérer ’ensemble
de données. Le but est par exemple la représentation des données par peu de nombres pour obtenir une
comparabilité simple de paquets de données différents.

Remarque: f ~ engl. distribution function
F ~ engl. cumulative distribution function on the sample

2.3.2 Répartition de fréquences

Les résultats d’un échantillonnage (chompter, mesurer) doivent étre retenus ou doivent étre verbalisés.
Ainsi on obtient une liste de base ou le proces—verbal. Si on mesure par exemple a chaque individu deux
qualités, on obtient n paires de nombres et par conséquent on a la taille d’échantillon n.

Exemple:

Liste de base: Grandeur de 200 participants d’un cours de pilotes, mesurer. Afin que les données soient
mieux représentables, on a divisé les données directement en 40 classes (d’environ 150 & environ 190).
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162.
162.4
183.2
160.4
155.6
170.8

166.

164.
168.8
166.4
165.6
186.4

168.
157.6
155.6

172.
185.6
183.6
180.4
172.8

174.4
178.4
155.2
180.4
168.4
173.6
176.8
175.6
158.8
186.4
186.
170.4
186.8
176.
155.6
186.
157.6
162.4
156.4
154.

182.8
173.6
150.8
151.2
179.2
184.8
181.6
157.2
160.8
184.8
176.
150.8
158.8
162.4
163.6
169.6
162.
167.2
183.6
152.

153.2
178.8
187.6
163.2
165.2
173.6
168.8
153.2
168.4
168.8
188.8
180.8
155.2
158.8
158.
184.
172.8
175.6
152.
153.6

175.2
167.2
171.2
188.
162.4
160.4
160.
183.2
153.2
152.4
186.8
170.
152.4
161.2
177.6
164.4
180.
161.6
184.4
179.2

162.4 | 187.6 | 153.6 | 184.8 | 185.6
180. 162. | 155.6 | 181.6 | 186.8
170.8 | 157.6 | 184.4 | 186. | 158.4
152. | 167.6 | 174. | 170.8 | 162.
163.2 | 178.4 | 167.6 | 180.8 | 182.
182.8 | 183.6 | 160.8 | 162.4 | 180.8
158.4 | 152.4 | 153.6 | 188. | 185.2
152.4 | 162.4 | 169.6 | 173.2 | 159.2
172.4 | 168.8 | 190. | 182.8 | 164.
160.4 | 178. | 165.6 | 158.8 | 158.4
177.2 | 165.2 | 170.4 | 183.6 | 154.8
174. 156. | 162.4 | 167.6 | 163.6
150.8 | 172.8 | 156.4 | 155.6 | 163.6
155.6 | 161.6 | 167.6 | 181.2 | 171.6
158.4 | 154.8 | 152.4 | 175.2 | 157.6
160. | 157.2 | 175.2 | 153.2 | 154.4
152. | 188.4 | 165.2 | 152.4 | 183.6
166.4 | 187.6 | 181.6 | 187.2 | 156.4
189.2 | 171.6 | 168.8 | 154.4 | 187.2
181.6 | 174.8 | 168. | 167.6 | 165.2

Présentation de I’échantillonnage: ~»

Valeurs ordnonnées d’apres la grandeur: Tableau de fréquences (Des fois aussi liste avec des mar-
ques d’apreés la grandeur, comme les joueurs de cartes). Les nombres cardinaux donnés s’appellent
fréquences absolues. P.ex. la valeur 155.6 a la fréquence absolue 6.

(150.8, 3)
(151.2, 1)
(152., 4)
(152.4, 6)
(153.2, 4)
(153.6, 3)
(154., 1)
(154.4, 2)
(154.8, 2)
(155.2, 2)

(155.6, 6)
(156., 1)
(156.4, 3)
(157.2, 2)
(157.6, 4)
(158., 1)
(158.4, 4)
(158.8, 4)
(159.2, 1)
(160., 2)

(160.4, 3) | (165.2, 4)
(160.8, 2) | (165.6, 2)
(161.2,1) | (166., 1)
(161.6, 2) | (166.4, 2)
(162.,4) | (167.2, 2)
(162.4, 8) | (167.6, 5)
(163.2,2) | (168.,2)
(163.6, 3) | (168.4, 2)
(164.,2) | (168.8, 5)
(164.4, 1) | (169.6, 2)

(170., 1) | (174.,2) | (178.4,2) | (183.2, 2)

(170.4,2) | (174.4,1) | (178.8,1) | (183.6, 5)
(170.8,3) | (174.8,1) | (179.2,2) | (184., 1)
(171.2,1) | (175.2,3) | (180.,2) | (184.4,2)
(171.6,2) | (175.6,2) | (180.4,2) | (184.8, 3)
(172.,1) | (176.,2) | (180.8,3) | (185.2, 1)
172.4,1) | (176.8,1) | (181.2,1) | (185.6, 2)
172.8,3) | (177.2,2) | (181.6,4) | (186., 3)

( )
( )
(173.2,1) | (177.6,1) | (182.,1) | (186.4,2)
( )| (178.,1) | (182.8,3) | (186.8, 3)

20

15

10

5

Au lieu de faire une liste de fréquence ou une
liste de marques, on peut inscrire les données
tout de suite dans un histogramme ou dans
un diagramme de points. ~ Un point par
mesurage, points au lieu de batons.

Si on calcule la fréquence comme la fraction de la taille de ’échantillon plein, on parle de la fréquence
relative. Par cette grandeur on peut comparer des échantillons d’une taille différente.

Définition:

laSd

Soit H(a) la fréquence absolue de I'observation A dont la valeur
soit x = a et n la taille de ’echantillon.

Fréquence relative

h(a) =

H{(a)
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Il vaut clairement:

Théoréme: 0<h(a) <1

2.3.3 Fonction de fréquences

Donné:
m valeurs différentes {z1,22,x3,...,2,m} avec les fréquences relatives h(xy),h(x2),...,h(xy), bref
hi,ha, ..., hm. Les valeurs tombent dans m classes {[z]1, ..., [2]m}. Le taille d’échantillon soit n.
Définition: Fonction de fréquence:

= o h,‘ Xr = T
Définition:

Fonction de distribution: (Distribution discréte)

F(z)= Y f(x)

x; <x

La fonction de fréquence de I’échantillon montre, comme les fréquences sont distribuées. Elle détermine
ainsi la distribution de fréquence. Les relations suivant les sont directement compréhensibles:

Théoréme:

2.3.4  Techniques de représentation
Exemple d’un ensemble de données

Donné:

Les résultats d’un comptage de composantes défectueuses de 40 appareils d'un type donné, qui ont été
envoyés a la réparation. On a noté les nombres x; de composantes.
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Remarque:

~»  Tableau de fréquences:

0,0,0,1,1,2,1,5,5,6,
3,4,2,6,8,9,7,3,4,1,
2,3,5,7,5,3,2,4,6,8,

,7,5,6,4,2,2,2/1,-

Le point (-) signifie missing value: La valeur n’a pas été registrée.
Donc n = 39.

Diagramme de points (& la place d’une liste de

z, 0] 1]12]|3]4]5|6|7[8]9]10
H; |l 3 7141451413 |2]2]|—
Diagramme de points
8
7 [
6 [
5 @ @ [
4 ®© © © © 0 O fréquences)
e 6 6 6 & 0 o
o 6 6 6 6 6 & 0 O
o 6 6 6 6 6 & 0 O
2 4 6 8
Remarque:

Diagramme en batons

P N Wb O o N

Au lieu de travailler avec des listes de controle (avec des traits)
on peut aussi travailler avec des diagrammes de tronc—feuille.
Ici, pour un mesurage, les chiffres, sans le dernier, sont inscrits par
exemple dans un classement (colonnes). Les derniers chiffres sont
écrits dans la ligne affilié: Comme a une liste de traits on inscrit
le chiffre au lieu d’'un trait. Cela a un sens, si les mesurages se
distinguent souvent seulement par le dernier chiffre.

Diagramme en batons
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Diagramme en batons généralisé

Histogramme

ListPlot

Polygone de fréquences

N W b O N

Diagramme en batons généralisé (ici la largeur
des batons est plus grande)

Histogramme (fonction en escaliers), normale-
ment pour résumer des données dans des class-
es

Plot d’une liste

Polygone de fréquences
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Diagramme a secteurs

Diagramme a secteurs, diagramme en camem-
bert, graphique sectoriel

Diagrammes structurés

Dans 'exemple suivant les quantités de données sont différentes de la quantité de données qu’on vient
de traiter. La nature de la chose le rend nécessaire. Les exemples sont évidents.

Projected and Current Profit, Tourist Season

A O ©

|

-2
-4
-6 Apr May Jun Jul Aug Sep
- 60%40%620%0% 20%40%60%80%4.00% 6
o I
‘ . -
2
s D] ¢
2 )
,—! 2 5
- 60%40%620%0% 20%40%60%80%4.00% -2
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o
10 +
8
' ' tys
+ | ;
+ + + + 2
0.2 0.4 0.6 0.8 1.2
6 13 15 6 13 15
8 12 8 12
14 14
6 8 6 8
5 9 11 5 «9 o1l
4 3 4 3
1 10 16 ol «10 ol
2 7 2 o7
2 4 2 o4
2.5 5 7.5 10 12.5 15 2.5 5 7.5 10 12.5 15

Dans les publications techniques et économiques, on trouve une quantité de types de représentations tres
vastes. P.ex. les diagrammes de Sankey qui rappellent des organigrammes ou des schémas de flux. En
outre il faut mentionner les diagrammes tridimensionnels ou représentations 3D.

Attention escroquerie

L’exemple suivant explique tout:

100—\_/_\
100
08 80
96 60
94 40
92 20
2 4 6 8 0

2.3.5 Quant a la formation ce classes

Si on a une quantité de données assez grande, un tableau ou un graphisme deviennent vite peu clairs.
Par groupement des données en classes (formation de classes), on peut de nouveau s’y retrouver et
simplifier la chose. L’erreur faite est au maximum de la grandeur de la moitié de la largeur des classes.

L’intervalle, dans lequel se trouvent toutes les valeurs d’échantillon, soit subdivisé en intervalles de
classes (intervalles partiels). Les centres de ces intervalles s’appellent centres de classes. Le nombre de
valeurs qui sont situées dans une classe, s’appellent fréquences absolues de la classe ou fréquences
de la classe. Quant a cela nous retenons:
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Définition: )
fréquence de classe absolue

Fréquence de classe relative :=
4 taille de ’echantillonage

Remarque:
Maintenant nous supposons que toutes les valeurs d’une classe
soient situées dans le centre de la classe. (Cette supposition est
normalement faite de cette maniere.) Ca nous produit une erreur
qui est au maximum aussi grande que la demi-largeur de la classe.

La fréquence en dépendance du centre de la classe est maintenant décrite par la fonction de fréquence
fe(x) de Iéchantillon qui est maintenant divisé en classes. Liée avec f.(x) est la fonction de fréquence de
somme ou fonction de distirbution F.(z). F.(z) est une fonction en escalier qui croit monotonement.

L’exemple: Les diagrammes suivants montrent n f, (x) et nFC(x) représentés par des diagrammes de
baton. En effet cette représentation n’est pas tout a fait correcte, mais elle est aujourd’hui souvent
produite facilement par les moyens de I'ordinateur.

Il est évident qu’il vaut:

Théoréme: r1 <12 = 0 Fc(xl) < Fc(m) <1

Remarque:

fe(z) et F.(z) sont constantes sauf pour z = limite de classe.

2.
fe(x) et Fc(ag) ont des sauts a la limite des classes. La hauteur
du saut de Fi.(z) est égale a f.(z).

2.4 Mesures d’un échantillon

Un échantillon peut étre décrit d’une part par la fonction de fréquence ou par la fonction de distribution.
D’autre part on peut aussi le caractériser par certains nombres ou certaines mesures. Ces mesures sont
numériquement comparables aux mesures d’autres échantillons. C’est un avantage. Le désavantage est
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que beaucoup d’informations qui étaient au début encore la, ne sont plus directement visibles par les
mesures. Les mesures importantes sont la moyenne et la variance.

On divise de telles mesures en des catégories différentes. Ainsi la moyenne ou bien le minimum et le
maximum d’un échantillon sont des mesures de position. Par contre la dispersion ou la variance sont
des mesures de dispersion.

2.4.1 Moyenne et variance empirique

Moyenne

La moyenne montre la grandeur moyenne des valeurs d’échantillon ou des classes. C’est la moyenne
arithmétique des valeurs d’échantillon ou des valeurs des classes:

Définition: Moyenne
1+ 220+ ...+, .

n
1 Z
—_— x'L
n n -
i=1

xr =

Probléme:

Les échantillons 1, 2, 3, 4, 5et 2.7, 3.0, 3.1, 3.2 ont la méme moyenne, tandis qu’ils sont essentielle-
ment différents. On cherche donc une mesure qui représente la différence des valeurs d’échantillon de la
moyenne

Au lieu de la moyenne arithmétique ordinaire on utilise aussi d’autres moyennes.Il y en a beaucoup: Par
exemble la moyenne géométrique, la moyenne harmonique ou le moyen arithmétique pondéré
(correspondant & une somme de moments pondérés). Pour cela on consulte la littérature.

Variance empirique

Une possibilité serait de prendre la somme des différences > (z; — Z). Mais ceci ne fonctionne pas comme
on voit tout de suite:

r; — T peut étre négatif ou positif ou aussi zéro. Mais alors, les valeurs s’annulent dans la somme.
Ceci pourrait étre évité en prenant les valeurs absolues |z; — Z|. Mais il est mathématiquement plus
simple et plus profitable d’en prendre a cette place les carrés. En nous appuyant a la moyenne de
I’écart carré des valeurs d’échantillon z; de la moyenne d’échantillon Z ainsi imaginable, nous définissons:

1 n
s eie . 2 _ . . 7)2
Définition: §°=—— Z(ch z)
=1
s’appelle variance de I’échantillon {z1,...,2, } .
s = Vs? gappelle écart-type (étalon, quadratique moyen,

déviation normale)
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(Probléme de notions de langue allemande.)

Remarque:

Il est intéressant de remarquer que la variance empirique a dans le dénominateur n — 1 et non n, comme
on s’attendrait pour la moyenne. D’une part ca n’a pratiquement aucune influence sur la valeur de s si
n est assez grand. D’autre part on atteint par cela que s? est une ”appréciation de la diffusion o2 qui
correspnd a l’espérance mathématique” de I’ensemble de base de données. (Quant & cela voir les exposés
dans Storm, Bibl. A12.)

La variance et ’écart standard ne sont pas robustes contre des valeurs aberrantes.

Exemple 1:
M; =11, 2, 3, 4, 5} = =30, s?~25, s~16

Exemple 2:
M; ={2.7, 3.0, 3.1, 3.2} = 7 =23.0, s>~0.05 s=~0.22

Définition:
[Z — s, T + 5] s’appelle intervalle standard

Dans l'exemple dernier U'intervalle standard est environ [2.78, 3.22].

Autres mesures

Définition:
Etendue de D’échantillon := wvaleur maximale moins valeur
minimale de 1’échantillon.

Médian (Z, valeur centrale) de I’échantillon := valeur au centre si
le nombre des valeurs de ’échantillon est impair, si non moyenne
arithmétique de la valeur moyenne des deux valeurs au centre.
(La valeur centrale (médiane) est robuste contre les valeurs
aberrantes!)

Quartile, Quantile: Voir Box—Whisker—Plot, page 23.

Mode (D, moyenne de densité) de 1’échantillon := valeur & la
fréquence maximale. (Des fois, le mode est pris aussi de fagon
locale.)

Dissymétrie, kurtosis et des valeurs moyennes différentes, voir page
25.
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2.4.2 Méthodes de simplification aux calculs

11 vaut:
1 n 1 n n n n
2 _ N2 2 2y 9= —2\
§ = Z(xz—x) = = Z(xt—szx—l—x)— — (th 2302301—1-235)_
i=1 1=1 =1 =1 =1
1 - 1 -~ ) % no_,
2 - 2y =2\ _
— (;xt—anx—nx)—n_l ((;xi)—nx)—n_l ;x‘_n—l =
- 1 . L 1 o )
2 N2 2 1 2
n—1 ;x‘ n(n—1) (;xz) n—1 (;x‘ n(;xz))
IR n 1 % 1<
foreme: 2 _ . 2oy . 2 1 N2
Théoréme: s _(n—l ;xz) (n—l x)—n_l (12_230z " (;xz))

Pour des nombres grands z;, une transformation de coordonnées x; = ¢ + x est favorable. (¢ choisi de
maniere que les z} deviennent des nombres petits.)

~> x;‘:c—xi

x—n-. xz—n. ctap)=— . x; n - C—n. x; n - c= =atte
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
1 < 1 1
52:n—1 Z(xi—f)an_l Z(c+x,f—f*—c)2:n_1 Z(xf—f*)Qz(s*)Q = 57 =(s")2
=1 =1 =1
Théoreme: Hyp.:

2. 52 = (s%)2
3. s=s"
Des fois une transformation linéaire est utile:
. 1
Soit =z, =crx*+co, ¥ = —1x; — 3
C1
1 « 1 « " n
_ . 1 « -
~ T= sz—ﬁ Z(clx + ) =(— Zx)—i—ﬁ co=c1 2"+
=1 =1 =1
2 1 " —\2 1 - * = 2 1 - * —\2
- > (wi—2) = 12(0130 ter— (e 2+ )" = —— ezt —era)? =
et et n i=1
n n
_ C% Z(x*_-i*)QZC% 1 'Z(x*_-i*)ch% (S*)Q
n—1 n—1 4
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Théoreme: Hyp.:
T, =crx* +co

The.:

c1 - x4 o

=
8l
Il

2. 82 =ct- (%)

2.4.3 Calculs au moyen de la fonction de fréquence

1 n
Soit T=2=—"- in, classes {[x]1, ..., [Z]m}, =i € [z];, i <j.
n

i=1

Soit ny la fréquence dans la classe k. Pour les classes vaut donc:

W= el bl = Fa) =% = me=n- ()
k=1

= E%Zn Flag) - [zl =D flan) - [2lk

k=1 k=1
Remarque: x €xly = vimTE A m ~T

Erreur: Au max. demi—largeur de classe.

Théoréme: [z] = kil fxy) - [2]p = &
Il vaut:
2 1 N2 . (T2 IR 2
#= LS ([ = e Sl T

=1 i=k

o S T e ) = — D (el
i=k i=k

A la page 18 nous avons calculé:

2 1 J . 2 1 9 n o 1 . 2_1.
s —n_lizzl(xz—x) _(n_l.zxi)—(m.x)_n_l (sz . (

Analogiquement nous déduisons aussi ici:

19
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Théoréme: Soit s% := ([s])?: * = 5% = ! Z([Jc]k —[2D)? n- f([z]x)

2.4.4 Distribution de fréquence et distribution de masse

Idée:

La masse 1 soit distribuée le long d’une droite.

Valeurs: T 2 R T
Fréquence: || hy = f(x1) | ho = f(xa) | ...... hin = f(xm)
Analogiquement:
Point: Ty | T | ... T
Masse: || h1 | ho | ...... R

= F(x1)= Y h;= 3 masses a gauche de =

x; <x

Conséquence:

Le centre de gravité xg correspond a la valeur moyenne 7:

Le moment d “inertie ® correspond, & l’exception d’un facteur, & la variance s2: (I):n 1

2.4.5 Exemple avec Mathematica

Charger les " packages” — Programme en Mathematica:

<< Statistics‘DataManipulation‘;
<< Statistics‘DescriptiveStatistics‘;
<< Graphics‘Graphics®

Données — Programme en Mathematica:

4 =10, 0,0, 1, 1,7, 7,10, 14, 1, 1, 2,2, 2,2, 2,1,5,5,6, 3, 4, 2, 6,
8, 9,7, 13, 3, 4,1, 2, 3,5,7,5,3,3, 3,3, 3, 3, 2, 4, 6, 8, 11,
12, 4, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 9, 7, 5, 6, 4, 2,8, 2, 2,1, 8, 9,
10, 15, 16, 17, 18, 19, 10, 50, 60} + 1;

a1 = {0, 0, 0, 1, 1, 7, 7, 10, 6, 6, 1, 1, 2, 2,2, 2,2, 1,5,5,6, 3, 4, 2,
6, 8, 9, 7,3, 4,1,2,3,5,7,5, 3,3, 3,3, 3,3, 2, 4,6, 8, 4, 3,
3,3,3,3,4,4,4,4,4,9,7,5,6,4,2,8,2,2,1, 8,9, 10, 10} + 1
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Manipulation — Programme en Mathematica:

21

f = Frequencies[d]; f1 = Frequencies[dl]; pl = BarChart[f]; p2 = BarChart[f1];
Show [GraphicsArray [{pl, p2}]1];

14
12
10
8
6
4
2

Valeurs moyennes — Programme en Mathematica:

123456/89.012B456Y892661

1234567891A12345

| {"d", LocationReport([d] // N, "di", LocationReport([di] // N}

Output:

{"d", {Mean -> 7.6125, HarmonicMean -> 4.13919, Median -> 5.},
"di", {Mean -> 5.16901, HarmonicMean -> 3.73698, Median -> 5.} }

Remarque:

Le médian est indifférent (robuste) par rapport aux valeurs aber-

rantes!

Manipulation — Programme en Mathematica:

s = Sort[d];
{s, "Median->", s[[Length[d]/2]], s[[Length[d]/2 + 1]],"Length->",Length[d]}
Output:
{ {1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,3 3,3, 3,3,3,3,3, 3,3, 4, 4, 14,4,
4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 5 5, 5,5, 5,5,5,5,5, 6, 6, 6, 6, 6,
7, 7,7, 7, 8,8, 8, 8, 8, 9,9 , 9, 10, 10, 10, 11, 11, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 51, 61},

>

Median->, 5, 5, Length->, 80}

Dispersions — Programme en Mathematica:
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| {"d", DispersionReport[d] // N, "d1", DispersionReport[dl] // N}

Output:

{d, {Variance -> 80.215, StandardDeviation -> 8.95628, SampleRange -> 60.,
MeanDeviation —-> 4.92688, MedianDeviation -> 2., QuartileDeviation -> 3.},
d1,{Variance -> 6.97103, StandardDeviation -> 2.64027, SampleRange -> 10.,
MeanDeviation -> 2.15791, MedianDeviation -> 2., QuartileDeviation -> 2.}}

2.5 Exploitation: Exemple

2.5.1 Entrée de données

Nous utilisons Mathematica:

In:

Fichte={95.53,81.93,83.57,54.82,73.83,58.48,59.15,83.29};
Buche={113.14,156.61,169.96,142.20,162.85,196.08,125.03,88.47};

allData=Union[Fichte, Buchel
Out:

{54.82, 58.48, 59.15, 73.83, 81.93, 83.29, 83.57, 88.47, 95.53, 113.14,
125.03, 142.2, 156.61, 162.85, 169.96, 196.08%}

2.5.2 Caractéristiques

In:

<<Statistics‘DescriptiveStatistics‘;
data=Fichte; {LocationReport[datal], DispersionReport[datal, ShapeReport[datal}

Out:

{{Mean -> 73.825, HarmonicMean -> 71.1504, Median -> 77.88},

{Variance -> 219.052, StandardDeviation -> 14.8004, SampleRange -> 40.71,
MeanDeviation —-> 12.2563, MedianDeviation -> 11.67, QuartileDeviation -> 12.3075},
{Skewness -> -0.0521399, QuartileSkewness —> -0.549055, KurtosisExcess -> -1.38182}}

In:
data=Buche; {LocationReport[datal], DispersionReport[data], ShapeReport[data]}
Out:

{{Mean -> 144.293, HarmonicMean -> 136.328, Median -> 149.405},

{Variance -> 1185.56, StandardDeviation -> 34.432, SampleRange -> 107.61,
MeanDeviation -> 27.0825, MedianDeviation -> 22.465, QuartileDeviation -> 23.66},
{Skewness -> -0.176882, QuartileSkewness —-> -0.281488, KurtosisExcess -> -0.844303}}

In:

data=allData; {LocationReport[data], DispersionReport[datal, ShapeReport[data] }



2.5. AUSWERTUNG: BEISPIEL — EXPLOITATION: EXEMPLE 23

Out:

{{Mean -> 109.059, HarmonicMean -> 93.5017, Median -> 92.},

{Variance -> 1979.66, StandardDeviation -> 44.4934, SampleRange -> 141.26,
MeanDeviation —-> 37.8073, MedianDeviation -> 32.94, QuartileDeviation -> 35.7625},
{Skewness -> 0.521187, QuartileSkewness —-> 0.605173, KurtosisExcess -> -0.996434}}

2.5.3 Représentation par caract.: BoxWhiskerPlot

Le Box—Whisker—Plot est d’une valeur inestimable pour gagner rapidement une vue générale sur un
paquet de données numériques. Ce paquet regoit sa forme par un rectangle, qui est donné autour du
médian par la distance entre les deux quartiles. Normalement ce sont les quartiles de 25% et de 75 %.
Normalement ce sont des ”whiskers”, c.-a.-d. des lignes comme les poils d’une moustache qui enferment
un rectangle, qui marque 1’élargissement du paquet des données soit entierement, soit sans les valeurs
aberrantes. Les points aberrants sont des points au—dela d’une distance de 3/2 de la distance entre
les quartiles mentionnées, mesurée depuis le rectangle. Puis les grandes valeurs aberrantes sont
marquées par des points au—dela de 3 fiois cette marge.

La distance des quartiles (différence des quartiles) est une mesure de la dispersion ou variance
(hauteur du rectangle). En outre le médian est inscrit dans le rectangle et donne par sa situation dans
le rectangle une impression du biais de la distribution des données. Ces quartiles ainsi que le médian
résistent aux valeurs aberrantes: Elles ne changent pas énormément si on omet les valeurs aberrantes,
contrairement a la moyenne arithmétique et a ’écart standard. Comme déja le médian était une mesure
de position robuste, ainsi par conséquent aussi la différence des quartiles est une mesure de 1'écart
robuste contre les valeurs aberrantes.

Extrait du fichier Help de Mathematica:

, The box-and-whisker plot is invaluable for gaining a quick overview of the extent of a numeric data
set. It takes the form of a box that spans the distance between two quantiles surrounding the median,
typically the 25 % quantile to the 75 % quantile. Commonly, ,, whiskers“, lines that extend to span either
the full data set or the data set excluding outliers, are added. Outliers are defined as points beyond
3/2 the interquantile range from the edge of the box; far outliers are points beyond three times the
interquantile range.*

Remarque:

Quant aux quartiles on utilise la définition suivante:

Définition: Quartile g;:

Soitn =4k+r, k,7 € N, zp = valeur de mesure numéro k dans le classement des valeurs indiquées ~»
r=0 = qo25=02bx,+0.752511

r=1 = qo25 = Tpt1

r=2 = qoao5 =0.70xk41 +0.25 2512

r=3 = qo25=052k4+1+0.52k42

r=... = (Qoo5=21=T

r=0 = qo75= 0.75x3) + 0.25 T3 k41
r=1 = qors = T3k+41
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r=2 = qo75 =0.2523541 +0.75 k342
r=3 = qo75=0.573k42+0.523,43

Q1 = qo.25 = ler quartile, Q2 = qo.5 = 2éme quartile = médian, Q3 = ¢o.75 = 3éme quartile,
correspondant pour les quintiles etc.

La premiere quartile est donc la valeur environ a un quart des valeurs indiquées, la deuxieéme quartile
est la valeur environ a la moitié des valeurs indiquées et la troisieme quartile est la valeur a trois quart
des valeurs indiquées.

Voir aussi: http://de.wikipedia.org/wiki/Boxplot

In:

<<Statistics‘StatisticsPlots®
BoxWhiskerPlot [Transpose [{Fichte,Buche}]]; BoxWhiskerPlot [Transpose[{allData}]];

180
180
160

160
140

120 140

100 120

80
100
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2.5.4 D’autres représentation statistiques

D’autres plots statistiques: Voir explications de Mathematica.
In:

data={1,1,1,2,2,3,2,4,1,5,5,6,3,1,1,7,2,8,8,5};

ParetoPlot [datal; QuantilePlot [Table[Random[],{200}],Table[Random[],{200}1];

1 1

0.8 0.8 w
2~
0.6 0.6 -
0.4 0.4
0.2 0.2
9
1 2 5 8 3 7 6 4 0.2 0.4 0.6 0.8 1

In:
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data = Table[{x, Sin[x], Cos[x]}, {x, 0, 2 Pi, 0.1}]; PairwiseScatterPlot[data];
Y Vg IR ._ ~
B '._.: o In:
"\ et & ,-"'- StemLeafPlot[datal:
Y S .
Fod Voir Help dans Mathematica.
O ] e
.--"'... .-""
2
- ..\
2.6 D’autres caractéristiques
2.6.1

Certaines valeurs moyennes d’une distribution

Définitions et conclusions:

1.

Moyenne arithmétique:

1+ 2o+ ...+,
LTg = — E Tj =
n n
j=1
2.
Moyenne arithmétique pondérée, poids w; a x;:
n
1 W1 -T1+Wo-To+ ...+ Wy Ty
La,gew = 5 E :wj'xj: n
> wy =1 > wj
i=1 i=1
3.

gl

n
— _ wj _
Lg, gew = Ly =
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5.
Moyenne harmonique:
n
B 1 n 1
Thp = — - - = —
b PP e e P
> 7, = j=
Pour seulement deux valeurs x1 et x5 il vaut:
1
Th = —
Lq
6.
Moyenne harmonique pondérée:
n
> wj
_ j=1
Th,gew = 5
Z Wi
="
7.
Moyenne logarithmique de deux valeurs positives:
_ Ty — X2
,]’,'1 Py Py — T ————
BELE2 T 0 (2 — In(ag)
Alors il vaut:
-fg < -fln,a;l,asg < Zq
8.
Moyenne de puissances avec des valeurs positives:
1
k
n
1 Z k
= — xj
n =
Remarque:
Pour k£ = 1 on a la moyenne arithmétique, pour k£ = 2 on a la moyenne quadratique Z,, pour k = —1
on a la moyenne harmonique etc.
En outre avec le r—iém moment statistique (voir séction suivante):
my = (Tp,,)" ainsique u <v = Tp o < Tp,o
Tmin < Th nggfag-fqumax
9.

Moyenne quasiment arithmétique: f soit continue de fagon strictement monotone et continue,

n
S [0, 1], Z U}j =1
j=0
Typ= ij Ty
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10.

11.

Des moyennes ”winsorisées”: Si les données sont contaminées par des valeurs aberrantes
(quelques valeurs beaucoup trop hautes ou beaucoup trop basses) et si on ne veut pas considérer
ces valeurs comme données valables, on ”winsorise” les données. C.-a.-d. on assortit les valeurs
d’observation d’apres le rang ascendant ou descendant. Alors on trace un méme nombre de valeurs
au début et a la fin du classement si obtenu, de facon que les valeurs aberrantes dispaissent. Apres
on calcule la moyenne sur des valeurs restantes. Exemple: On produit une moyenne ”winsorisée”
du niveau de 20 % en tragant 10 % des nombres de toutes les valeurs & la fin inférieure et 10 % des
valeurs a la fin supérieure du classement.

D’autres moyennes intéressantes, cependent qu’on rencontre rarement dans la statistique descrip-
tive, sont la moyenne ”a” et des manifestations distinctes de moyennes glissantes ou de
moyennes arithmétiques—géométriques. Concernant ces moyennes, le lecteur est prié de con-
sulter la littérature spécialisée parce qu’elles excedent le cadre de ce cours.

Indication:
A
X,
A T'aide du théoreme de la hauteur et X
- a -
72 Xg
- _ Ty
Th = sy
x(l
Y
On voit dans la figure ci-contre: |t - -
X X
1 2
Tp < -fg < I,
2.6.2 Moments d’une distribution
Soyent x1, X2, ..., =, les valeurs indiquées, qu’on rencontre plusieurs fois. Nous supposons que,
si nous faisons une liste avec chaque fois seulement un exemplaire de chaque valeur rencontrée,
nous obtenons la liste {1, ®2, ..., xi}. Soyent f1 = ny, fo = na, ..., fi = ng les fréquences

ou fréquences absolues diies a la liste. Alors il vaut pour le nombre total des valeurs rencontrées
n=ni+n+...+n=fi+fr+...+ fk

Analogiquement a la moyenne on définit maintenant m,, comme moment d’ordre r de la série
de mesure par référence a4 un point de départ ou valeur initiale "a”. S’il vaut a = Z, nous écrivons
brievement m,. et nous parlons ici du moment d’ordre r sans mentionner le point de départ.

Définition:

ny(xy —a)" +ng(x2 —a)" + ...+ ng(xg —a)"

k
an (xj—a)" = =(z—a)

S|

Myq =
n

Conclusions:
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S’il vaut a = Z, on obtient:

k _ _ _
1 vy (@ =) 4 ne (e —2)" +. . g (v —3)  ———
m, = — . . — = = — r
T E n;(zj — ) " (x —1)
=1
S’il vaut en plus fi1 =ny = fo =ng =...= fr =ng = 1, on obtient:

(x1 =)+ (22 —2)" + ...+ (xp —T)"

S’il vaut a = 0, on obtient:

_— ="
J n

k
1 r MIT]Fnoxh 4.+ ng oy
Myo = — E n;rh =
, J
n
Jj=1

Par conséquent il vaut pour la moyenne Z et 1’écart standard s:

_ 2 n
Mo =T, 8= Mg

En outre on obtient les relations suivantes:
L me=2—-a
2. Mg = Mo 4 —m?
. 2 — 2,a 1,a

_ 3
3. M3 =mM3,q — 3M1,aM2,q + 2m17a

_ 2 4
4. my =myq —4miamsq + 6mi ,maq—3my,

5. ...

Remarque:

Dans la littérature, on trouve une grande abondance de traitements des moments. Nous mentionnons
71’épreuve de Charlier” et ”la correction de Sheppard” ainsi que la forme sans dimension de la définition

des moments M, = m_: (Voir p.ex. Murray R. Spiegel, Statistique, McGraw—Hill, Schaum-Lectures.)
s

2.6.3 Le biais d’une distribution

Le biais devrait décrire la mesure du caracteére unilatéral ou la déclivité d’une fonction de fréquence. Le
biais est ainsi une mesure pour I’asymétrie. Dans certains domaines spécialisés, on définit une telle mesure
d’apres les besoins pratiques. Un acces physique évident au biais n’est pas directement visible. Le biais
n’est normalement pas une grandeur & mesurer. Le biais indique, si (et avec quelle force) un distribution
est penchée & droite (positivement) ou & gauche (négativement). Il est facilement compréhensible que les
définitions suivantes sont raisonnables pour la statistique descriptive:
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Définition:
Premier coefficient de biais de Pearson:

P valeur moyenne — modus T — Tmodus
S,1 = y =
ecart—type S

Deuxiéme coefficient de biais de Pearson:

3 - (valeur moyenne — médian) T — Tmedian
Ps 1 := =3-

)

S

Un coefficient de moment comme mesure de biais:

mg3 ms3
as = —
33

5
mg

Indication: Le médian est disponible de fagon plus simple que le mode, en particulier s’il s’agit d’une
distribution multi-modale.

2.6.4 Kurtosis et exces

La ”kurtosis” et ”1’exces” décrivent le bombement ou le caractére pointu d’une distribution statis-
tique. On appelle une distribution ”leptokurtque” si elle est haute et mince. On appelle une distribution
"platykurtique” sie elle est inférieure et platte. Des distributions a peu pres normales s’appellent
?mesokurtiques”. L’exces lié avec la kurtosis décrit 1’écart sur le tracé de la distribution par rapport au
tracé d’une distribution normale.

Définition: Kurtosis des moments:
ﬁ my my
2 = — = —F
st m3

Kurtosis quartile—décile:

Analogiquement aux quartiles @1, Q2, @3 on définit aussi
les centiles Py, Ps,..., Pyg. Soit Q la distance des quartiles:

1
Q= 3 (Q3 — Q7). Alors on définit la kurtosis quartile-décile:

K= 9
Poo — Pro

Exces:

Yo =pP2—3
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2.6.5 Caractéristiques: Sens propre et danger

Un exemple peut illustrer le probleme du sens des mesures statistiques. En pratique, on rencontre souvent
la situation que les valeurs indiquées sont utilisées de maniere irréfléchie dans des calculs de toutes sortes.
Supposons qu'’il s’agisse de traiter le bien—étre de deux personnes, Jean et Francgis. Jean est couché sur le
lit. Dans sa chambre, on mesure la température de 30° C. La température est en ordre. Pour le bien—étre
de Jean, il n’y a pas de probléme concernant la température de la chambre. La valeur moyenne de la
température de ses deux mains est de 30°C.

Dans une autre maison dans une autre chambre, Frangis est retenu par deux gangsters. Il est torturé.
On lui a mis de facon serré une main dans de 'eau bouillante. L'eau cuit & 100°C. A la surface de la
main, ou les neurones sont placés pour la sensation de la température, on constate par conséquent 100° C'.
On lui a gelé I'autre main dans un bloc de glace & —40° C. A cette surface de la main on constate par

1
conséquent —40° C'. La moyenne est 5 (—40° C'+100° C) = 30° C. La température moyenne est donc la

méme chez Frangis est chez Jean. Celui qui ne connait pas la situation des deux et qui connait seulement
la moyenne de 30° C' et qui se fie a cette déclaration statistique, doit croire que les deux, Jean et Frangis,
concernant leur bien-étre par rapport a la température, ne se distinguent pas. Ahurissant! On pense que
pratiquement chaque jour on fait de la politique et de la publicité avec des données statistiques, sans que
jamais un mot ne soit dit sur ’ensemble des données et leurs circonstances!



Kapitel 3

Analyse combinatoire

3.1 Introduction

3.1.1 Probléme

Dans I'analyse combinatiore, nous traitons les 6 types de problemes des nombres cardinaux classiques.
Il s’agit des catégories suivantes de questions: Nous demandons le nombre des possibilités de pouvoir
choisir des éléments dans un ensemble fini M d’apres une prescription donnée, et eventuellement aussi de
les ordonner ou de diviser I’ensemble en classes. Dans certains cas les éléments peuvent étre répétés —
ou bien non répétés. Comme le résultat y est chaque fois un nombre naturel, nous parlons de fonctions
dans les nombres cartinaux M —— y.

3.1.2 Factorielles

Dans ’analyse combinatiore, la notion des factorielles joue un grand roéle. On définit les factorielles’ par
la relation de récurrence suivante:

Définition 3.1 ( Factorielle:)

F(0) =00 :=1 (Ancrage)
fn)=nl:=n-(n—1)! (Hérédité)
Remarques:
L. Nvaut donc: n!l=n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1=[[;_, k. ( Voir(?).)

Il vaut donc: 1! =1, 2! =2, 3! =6, 4! = 24 etc..

La notion de récurrence est tres répandue aujourd’hui dans I'informatique. On entend par cette
notion la définition d’une fonction ou une méthode par elle-méme (voir aussi par exemple Bibl.
A6 (Claus, Schwill)). Mais il ne faut pas confondre la notion de la récurrence qui cependant est
utilisée ici dans un sens simple avec les notions récurrence commune,récurrence primitive, fonciton
de récurrence (dans la théorie des nombres) et relation de récurrence (dans des sens différents dans
la logique et la théorie des ensembles) qui sont un peu difficiles et usuelle dans les mathématiques.
Voir aussi Fachlexikon a b ¢ (Bibl.: A1), Iyanaga, Kawada (Bibl. A8) et Meschkowski, Bibl. A11.

ID’apres le schéma de I’induction complete, voir le sujet des nombres naturels, axiome d’induction, un des axiomes du
systéme de Peano.
2 [I signifie "produit”.

31
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Nous retenons:
Définition 3.2 ( Récurrence (informatique))
Sous récurrence nous entendons la définition d’une fonction ou d’une méthode par elle-méme.

De la définition de n! on conclut: f(n) = n- f(n —1). La fonction & la place n est donc définie par la
fonction & la place n — 1 (ainsi par elle-méme).
Les valeurs f(n) = n! augmentent treés vite. Par exemple il vaut:

40! = 815915283247897734345611269596115894272000000000 =~ 8.15915 10*7.

Un programme simple sur un ordinateur peut donc tres vite causer des probléemes. Voici une formule
de Stirling tres utile (sans la preuve):

Théoréme 3.1 ( Formule de Stirling:)

Ici e est le nombre de Euler: e ~ 2.71828182845904523536028747135 (& 30 places)

3.2 Problemes d’arrangement

3.2.1 Permutations sans répétition
Paradigme (Exemple d’un probléme pratique)?®

Probléme 3.1 ( Possibilités de s’asseoir:)

Situation:
Dans une salle de classe il ne se trouve rien a l'exception de 26 chais-
es numérotées. Les numéros vont de 1 a 26. On vient d’enlever pupitres,
bancs et tables. 26 étudiants attendent devant la porte. Pour pouvoir mieux
distinguer les €tudiants et pour mieur pouvoir les appeler, chaque étudiant
recoit un numéro différent de 1 a 26 avec lequel il est donc appelé.
Question:
De combien de maniéres différentes est-ce qu’on peut mettre les 26 étudiants sur
les 26 chaises, c.-a.-d. combien est—ce que de répartitions des places existent?

Solution:
L’étudiant no. 1 entre. Il trouve 26 chaises libres. Par conséquent il a 26 possibilités de s’asseoir.

L’étudiant no. 2 entre. L’étudiant no. 1 est assis sur une chaise quelconque. L’étudiant Nr. 2 trouve
encore 25 chaises libres. Par conséquent il a seulement 25 possibilités de s’asseoir. Mais il a ces 25
possibilités de s’asseoir pour chaque position de I’étudiant no. 1, qui pouvait se placer sur 26 sieges
différents. A la premiere possibilité utilisée par 1’étudiant no. 1, 'étudiant no. 2 a maintenant 25
possibilités, pour la deuxieme possibilité de ’étudiant no. 1, I’étudiant no. 2 a aussi 25 possibilités,
etc, pour la derniere possibilité de ’étudiant no. 1, I’étudiant no. 2 a de nouveau 25 possibilités. En
tout les deux ont ainsi 26 - 25 possibilités. Les nombres des possibilités se multiplient!

3 Un paradigme est un exemple démonstratif



3.2. ANORDNUNGSPROBLEME — PROBLEMES D’ARRANGEMENT 33

L’étudiant no. 3 entre. Les étudiants no. 1 et no. 2 sont déja assis. L’étudiant Nr. 3 ne trouve que 24
chaises libres. Il a par conséquent pour chacune des 26 - 25 possibilités des premiers deux étudiants
encore 24 possibilités. En tout les trois ont ainsi 26 - 25 - 24 possibilités, parce que les nombres des
possibilités se multiplient.

Ainsi on avance. Finalement 1’étudiant no. 25 entre. Pour chaque fagon de se placer des étudiants
qui sont déja la il a encore 2 sieges de libres et par conséquent 2 possibilités de se placer. Totalement
les 25 premiers étudiants ont ainsi 26 - 25-24 - .. .- 3 - 2 possibilités de se placer.

Enfin le dernier étudiant, numéro 26, entre. Pour chaque fagon de se placer des autres étudiants il
ne lui reste qu’une chaise de libre, il n’a donc qu’une seule possibilité de se placer. Totalement les
26 étudiants ont par conséquent 26 - 25-24-...-3-2-1 = 26! possibilités de se placer.

Remarque:

Si dans un ensemble chaque élément (individu) porte un nom distinctif, on peut ranger les éléments
”d’apres les noms”, c.-a.-d. de facon alphabétique, comme dans un lexique: A...vient aevant B...etc,
Aa...aevant Ab...etc.. Dans un tel cas on parle d'une disposition lexicographique.

A réfléchir:

Si la classe est capable d’exécuter un changement de place en 10 secondes, elle nécessite 10 - 26! secondes
pour tous les changements de place. Ca nous fait ﬁgi{g% ans = 1.278310%° ans. Comparaison:
L’age de l'univers d’apres la théorie du big bang est actuellement estimée & env. 1 & 2 fois 10'° ans®.

Pour réaliser toutes les répartitions des places sans pauses, il faudrait donc 10'0 fois 1’dge de 1'univers!

Généralisation du probléme:

Au lieu de résoudre le probleme avec 26 étudiants on peut le résoudre généralement avec n étudiants.
Dans I'argumentation il faut alors remplacer 26 par n, 25 par n—1 etc.. Finalement on obtient totalement
(n!) possibilités de mettre n étudiants sur n places.

Le probléme abstrait

Soit donné un ensemble M,, avec n éléments, qui sont énumérotés par les numéros de 1 jusqu'a n.
M, correspond a un ensemble d’étudiants dans ’exemple antérieur. On a ainsi un rapport bijectif des
éléments numérotés ny a un sous—ensemble N, = {1,2,3,...,n} des nombres naturels. (On a ainsi
une fonction bijektive.) Comme le rapport est biunivoque, nous pouvons remplacer les ny chaque fois
par k, sans transformer le probleme: M = N,, = {1,2,3,...,n}. Maintenant on cherche le nombre des
possibilités d’appliquer 'ensemble N,, = {1,2,3,...,n} sur lui-méme, c.-a.-d. dans le probléme susdit
appliquer I’ensemble des numéros des étudiants N,, a I’ensemble des numéros des chaises IN,,.

Soit o(k) I'image (en haut le numéro des chaises) & une telle application (dans le probléme susdit a
une possibilité de s’asseoir) de k (en haut k correspond au numéro de I’étudiant). Alors par une telle
application, on applique o (en haut I’ensemble des étudiants) & l'ensemble {1,2,3,...,n} (en haut les
chaises). Si on écrit les images o (k) sous les originaux k, ainsi ’ensemble de relation défini par o apparait

4Les experts se disputent en effet au sujet de cette valeur. Elle est corrigée couramment d’aprés 1’état des connaissances.
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dans la forme suivante:

Ainsi un sous-ensemble de N,, X N,, est donné pour lequel le rapport de ”fonction o” est valable.

Par conséquent, par le schéma suivant, une nouvelle disposition o(1),0(2),0(3),...,0(n) des éléments
1,2,3,...,n est définie.

Nous disons:

Définition 3.3 ( Permutation:)
La disposition o(1),0(2),0(3),...,0(n) des éléments de N,, s’appelle permutation P de la disposition
(1,2,3,...,n) de ces éléments.

Pour donner une permutation, nous pouvons aussi écrire:

p_( 1 2 3 .. m
o) a2 o) ... aln)
Les collonnes se présentent dans un ordre quelconque.

Exemple Par la disposition suivante, une telle permutation est donnée:
1 2 3 4 5
P= ( 4 1 5 3 2 >

1 est appliqué sur 4, 2 sur 1 etc.. Maintenant nous pouvons poser notre probleme avec les étudiants et
les chaises de fagon abstraite et générale:

Probléme 3.2
Permutations sans répétitions:

Question: Combien de permutations P des numéros 1,2, ..., n existent—ils?

Autrement: Combien de possibilités de dispositions des nombres 1,2, ..., n dans un rang
existent—elles?

Autrement encore: Combien de fonctions bijektives
N,, — N,, existent—elles?

Symboles 1 : P(n)
Soit P(n) = nombre des permutations des éléments de M, des nombres naturels de 1 jusqu’a n.

Nous savons:

Théoréme 3.2
Les permutations sans répétition:

P(n) =n!
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Abbildung 3.1: Teilflichen, verschieden zu firben ...e Surfaces partielles, a colorer de maniere
différente. . .

Exemple:

Combien de possibilités est-ce qu’il y a de colorer les différentes surfaces montrées dans 3.1 avec des
couleurs différentes? — A une coloration, 25 couleurs différentes sont adjointes aux 25 surfaces différentes.
Au lieu de surfaces et couleurs, on peut aussi considérer seulement les numéros de 1 jusqu’a 25. On a
ainsi une application bijektive d’un ensemble M5 ou de Mas sur soi-méme. On cherche donc P(25) =
nombre de permutations de 1,2,3,...,25. Ca donne 25! ~ 1.55112 - 10%°. Combien de temps est—ce qu’il
faudrait probablement pour exécuter toutes les possibilités?

3.2.2 Permutations avec répétition
Paradigme

Probléme 3.3
Possibilités d’échange de lettres:

Situation: Un chef de personnel a écrit 20 lettres différentes. Il y a 7 copies identiques d’une
lettre d’information pour un groupe de collaborateurs et 13 lettres concernant des
réponses adressées d’autres collaborateurs concernant des questions de salaire. Les 20
enveloppes sont aussi prétes.
Question:
Combien de possibilités d’envoyer les lettres est-ce que la secrétaire a, de facon
que pour elle des problémes pourraient se poser?

Solution:
Die Anzahl unerwiinschter Moglichkeiten ist somit X —1 = 27—0!! —1 = 482718652416000— 1 ~ 4.82719 104,

Si toutes les lettres étaient différentes, elle auraient 20! possibilités de mettre les lettres dans les
enveloppes. Comme une seule possibilité peut étre acceptée, les (20! — 1) autres possibilités causent des
probléemes.

Si 7 lettres sont maintenant les mémes, ces 7 lettres peuvent étre échangées entre elles sans qu’il y
ait de problemes. Cela on peut le faire de 7! manieres différentes. Si maintenant X est le nombre de
possibilités de placer les 13 lettres différentes dans le 20 enveloppes, pour chacune des X possibilités
des lettres différentes les lettres identiques qui restent peuvent étre échangées entre elles de Y = 7!
manieres différentes sans qu’il se passe quelque chose d’embétant. Comme c’est le cas pour chacune
des X possibilités, les nombres des possibilités se multiplient au nombre total des possibilités. On
n’a pas d’autres possibilités d’échange que celle qui sont mentionnées ici. Par conséquent il vaut:
20l =X -Y = X - 7! et par conséquent X = 27—0,'

Le nombre de possibilités indésirables est par conséquent X — 1 = 270!! — 1 = 482718652416000 — 1 =
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4.8271910'.

Généralisation du probléme:

Nous partons encore de 20 lettres dont 7 sont les mémes qui sont proupées dans une classe 1. En plus
on a une lettre spéciale, pour laquelle on trouve deux autres identiques. Ces 3 soient réunies dans une
classe 2. Nous trouvons encore 4 identiques qui sont réunies dans une classe3. Soit maintenant Y; le
nombre des possibilités d’échange des lettres entre elles dans la classei et X comme en haut le nombre
des possibilités d’échange des lettres inégales et restantes. Alors il vaut par la méme raison comme en
haut:
200 =X -7 !-Yo! - Y3l =X - 713! - 41, donc
20!

X =3

Abbildung 3.2: Anzahl méglicher Umkehrabbildungen f~!? e Possibilités d’applications inverses f~1?

n Elemente k Klassen identischer Elemente

Esquisse: n éléments — n classes d’éléments identiques

Ca nous mene au probleme général:

Donné:

Totalement n lettres, n enceloppes dont on a k classes de lettres identiques entre elles:
Classer: my lettres identiques du type 1,
Classes: my lettres identiques du type 2,

Classey: my lettres identiques du type k

Trouver:
Nombre de possibilités P, (m1, ms, ..., my), de mettre les lettres dans les en-
veloppes.



3.3. AUSWAHLPROBLEME — PROBLEMES DE CHOIX 37

Symboles 2 : P,(my,ma,...,my)

P, (my,ma,...,my) = nombre de possibilités, de placer les n objets qu’on vient de décrire (ici des lettres
parmi lesquelles on trouve k classes avec nj objets identiques entre eux) sur n places (ici des enveloppes).

Définition 3.4 ( Permut. avec répétitions:)
Soit donné un ensemble M,, avec n éléments. Dans cet ensemble on trouve k classes avec n; éléments
identiques (par classei). A une énumération des éléments, tous les éléments d’une classe regoivent
le méme numéro. Nous appelons une permutation des éléments de M, une permutation avec
répétitions.

Maintenant nous savons:

Théoréme 3.3 (  Permut. avec répétition:) :

Nombre de permutations avec répétitionss:

n!
Pn(mlamQ)"')mk): | | |
may:-Mmo: - My
Le probléme abstrait
Donné:
Un ensemble avec n éléments, par exemple R,, = {1,2,3,...,n} ainsi qu'un
ensemble avec k éléments, z.B. Ry = {1,2,3,...,k}. Puis on considere les
fonctions possibles f : R, —— Ry (un exemple est représenté dans image
3.2).
Trouver:

Nombre d’applications inverses possibles f~' : Ry —— R,,. Pour cela le
premier élément (1 & droite dans 'image) est appliqué m; fois, le deuxiéme
élément (2 & droite dans I'image) my fois etc..

Les k classes d’éléments identiques (lettres identiques dans le paradigme) sont ainsi appliquées
sur les n éléments différents (enveloppes dans le paradigme). Le nombre qu'on cherche est donc
Pn(mlamQ) . ')mk)'

Exemple:
De combien de manieres différentes est-ce qu’on peut former dans une classe de 26 étudiants 5 groupes
de travail avec 4, 5, 5, 6 et 6 étudiants? La solution est:

26!

— = 92251024905729600 ~ 2.25102 10*®
4!.512 . 612

Pss(4,5,5,6,6) =

3.3 Problemes de sélection avec et sans rangement

3.3.1 Les questions
Combinaisons

Probléme 3.4 ( Probleme de sélection:)

Donné:
Une caisse qui contient n objets bien distincts, par exemple des boules de
différents couleurs. Dans la caisse, on choisit k objets de maniéere quelconque
et on les accumule o coté. (Voir fig. 3.3.)

Question:

De combien de maniéres différentes peut—on former le tas a coté?



38 KAPITEL 3. KOMBINATORIK — ANALYSE COMBINATOIRE

Abbildung 3.3: Auswahlproblem, Kombinationen e Probléme de sélection, combinaisons
n ‘ W
w _m_

La disposition des objets ne joue bien entendu aucun réle a la disposition des objets resp. des boules. Il
est possible de poser ce probleme tout de suite abstraitement sans beaucoup de dépense de travail de
cerveau. Les boules dans la caisse forment un ensemble M,,, par exemple M,, = N,, = {1,2,3,...,n}.
On choisit un sous-ensemble My, C M,,, z.B. N, = {1,2,3,...,k}, kK < n. Ce sous-ensemble forme le tas
d’a coté.

Définition 3.5
Combinaison sans répétition

Un tel choiz de k éléments dans M,, s’appelle combinaison d’ordre k sans répétition pour n éléments,
brievement: Combinaison d’ordre k.

Symboles 3 ( Nombre de combinaisons:)

C(k,n) = nombre de combinaisons d’ordre k pour n éléments.

Probléme abstrait (combinaisons sans répétition):

Donné:
Un ensemble M,, a n éléments.

Question:
C(k,n) = 7 C.-a.-d. combien de sous-ensembles peut—on former avec ex-
actement k éléments?

Arrangements

Abbildung 3.4: Relationsmenge, Abbildung e Ensemble de relations et d’applications (choiz, disposition)

SN0

Auswahl Anordnung
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Dans la fig. 3.4 le choix (combinaison) est encore arrangé. On peut distinguer deux combinaisons de ce
genre avec les mémes éléments, mais de dispositions différentes. On définit par conséquent:

Définition 3.6
Arrangement sans répétition:

Si les éléments choisis dans M, sont encore arrangés, on parle d’un arrangement d’ordre k sans
répétition pour n éléments. Bricvement: Arrangement d’ordre k.

Symboles 4 ( Nombre d’arrangements:)
V(k,n) = nombre d’arrangements d’ordre k pour n éléments.

Exemple

Soient donnés les éléments a, b et c. Trouver toutes les combinaisons et toutes les arrangements d’ordre
2.

Solution:
Combinaisons: ab ac b c: 3 pieces
Arrangements: ab ac bc
ba ca cb: 6 pieces
Répétitions

Si on remplace dans ’ensemble de réserve M, chacun des éléments e; par un ensemble F; avec les mémes
éléments, qui ne se distinguent que par un indice interne (par exemple E; = {e;q, €is, €is,...}), ainsi il
devient possible de choisir un élément e; plusieurs fois. L’indice interne peut étre omis apres le choix®.
Nous obtenons le méme effet si nous mettons en réserve une copie identique de cet élément apres le
choix de 1’élément. Nous nous imaginons donc qu’'un élément e; se duplique lors de son choix, et, que
malgré qu’on ait choisi et enlevé ’élément, ’ensemble M,, reste inchangé. Un élément est donc fourni
tout de suite dans M,, lors qu’on I’a choisi et enlevé de M,,. On peut comparer cela a la situation
dans un supermarché ou les marchandises sont remplacées sur les étageres au fur et a mesure qu’elles
sont vendues. S’il est possible aussi souvent qu’on veut de remplir, copier ou remettre les éléments, nous
disons que les éléments dans M., sont répétitivement sélectionnables. Nous définissons maintenant:

Définition 3.7
Combinaison et arrangement avec répétition:

Si a la formation d’une combinaison ou d’un arrangement les éléments de M, sont sélectionnables de
facon répétitive, nous parlons d’une combinaison ou d’un arrangement avec répétition.

Nous commengons maintenant avec I’arrangement sans répétition:

3.3.2 Arrangement sans répétition

Dans n éléments on choisit k éléments qui sont disposés immédiatement, sans répétition d’éléments, a

5L’indice interne n’est utilisé que pour former ’ensemble d’éléments identiques F;, qui sont nécessaires pour rendre
possible un choix répété d’éléments identiques.
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Abbildung 3.5: Variationen ohne Wiederholung e Arrangement sans répétition (image — abstrait,
éléments, reste)

Bildlich: fr @ k Elemente
@W Rest ungeordnet herausgegriffen

@) und angeordnet

coooNNNNNNNNNENR

n Elemente (n - k) Elemente k Elemente

Abstrakt: O
O
n
Elemente
O

(n-Kk) /

Elemente

I'instar de fig. 3.5. La par exemple 1’élément e; est mis sur la place 1, ey sur la place 2 etc.. Ensuite on
s’imagine que tous les (n — k) éléments non—choisis, donc le reste, sont mis dans une caisse & part resp.
sur un tas. Cette opération ne change pas le nombre de possibilités de choix, le nombre de possibilités de
disposition des premiers k éléments , car cette formation de tas est une action unique et indépendante
qui ne contribue rien a ’opération. Dans cette caisse de restes a part, la disposition des éléments ne joue
pas de role. On ne distingue donc pas ces éléments, c’est égal comme ils sont disposés. Par conséquent
ils forment une classe d’éléments non—distingués et donc une classe d’éléments égaux qui sont disposés
d’une seule maniére (parce qu’ils comptent comme non—distinctifs). Par conséquent on a le probléme
suivant: On a n éléments, k sont distinctifs et n — k sont égaux. Ces éléments sont a arranger. Ou bien
abstraitement: On cherche le nombre des fonctions inverses possibles f~1 (voir fig. 3.5). Ce probléme a

sy 2 ’ sen N s . . TR n!
été résolu déja a 'occasion des permutations avec répétition: Le nombre est P,(n — k) = <nf‘k),.

Théoréme 3.4 (  Arrangements sans répédition:)

V(k}, n) = Pn(n - k) = (nz!k‘)!

Exemple:

De combien de manieres est-ce qu'on peut distribuer 20 jobs de vacances différents et disponibles a 26
étudiants différents qui veulent avoir tous un semblable travail, si ces jobs ne sont pas divisibles dans des
job partiels?
Il s’agit du choix de 20 sur 26 avec un classement des étudiants non distinctifs, c.-a.-d. un arrangement.
La solution est par conséquent:

26! 26!

P = 7 = 67215243521100939264000000 ~ 6.72152 10%°

V(20,26) = 50 = o)1 =
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Un cas spécial: V(n,n) = P,(n —n) = P,(0) = P(n)
~»  Permutation sans répétition!

3.3.3 Combinaison sans répétition

La formule

A la page 7?7 nous avons vu qu’a une sélection d’'un sous-ensemble de mémes éléments le nombre des
possibilités se comporte de facon multiplikative. On y a trouvé: 20! = X - Y = X - 7!. Nous trouvons la
méme situation au passage des combinaisons & 'arrangement: Un arrangement (k éléments de n éléments)
peut étre obtenu d’une combinaison par la disposition des k éléments choisis. On y a P(k) = k! possibilités.
Il vaut donc:

Lemme 3.1 ( Arrangements et combinaison:)

V(k,n) = C(k,n) - P(k), also (nﬁ’k)! = C(k,n) - k!
Il en suit:

Théoréme 3.5 ( Combinaison sans répétition:)

(1) (ke
C(k,n) = k!.(g!_k)! =l 11)2(712 =

L’exemple du jeu de loto 7”6 de 45”:

De combien de manieres différentes est-ce qu’on peut choisir 6 nombres différents dans les 45 premiers
nombres naturels? Ici, il s’agit d’une question typique concernant le nombre des combinaisons C'(6,45).

Celle-ci est égale a:

45! 45!
= = 8145060 ~ 8.14506 10°
6! (45 —6)! 6! (39)!

Coéfficients binomiaux

Si on multiplie le bindéme (a + )" = (a+b)- (a+b) -...- (a+b) d’apres les régles de la loi distributive,

n facteurs
on n’obtient que des termes additionnels de la forme my, - a* - "% avec 0 < k < n et m,k,n € Ng. A
la multiplication on prend selon le rang de chaque facteur (a + b) un des termes additionnels a ou b et
on les multiplie en obtenant un produit a® - ¥ ~*. Si on prend dans chaque terme additionel a et jamais
b, on obtient a™ - b°. Si on prend a dans j termes additionnels et b dans n — j termes additionnels, on
obtient a7 - b("~7). A cette occasion il existe plusieurs possibilités de choisir le @ ou le b. Par exemple on
peut choisir a dans le premier facteur, b dans le deuxieme facteur, de nouveau a dans le troisieme facteur
etc., mais on peut aussi choisir d’abord b, apres a et alors encore une fois a etc... my est le nombre des
possibilités de choisir a dans exactement k facteurs (a 4 b) et b dans exactement n — k facteurs. Il vaut
donc:

n
(a+b)" = ka ab - pnk
k=0

Quelle est maintenant la grandeur de my?— Ici, il s’agit d’un probléme de choix: De combien de maniéres
différentes est-ce qu’on peut choisir entre les n facteurs (a + b) k facteurs et y prendre la partie a (et par
conséquent prendre dans les n—k facteurs restants chaque fois la partie b)? Cette question est équivalente
a la question plus simple: De combien de manieres différentes est-ce qu’on peut maintenant choisir entre
n éléments (facteurs (a+ b)) k éléments? La réponse est maintenant trés simple: my, = C(k, n). my porte
un nom:
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Définition 3.8 ( Coéfficient binomial:) :

my. s’appelle Coéfficient binomial.

Symboles 5 ( Coéfficient binomial:) mi, = (})

Nous savons maintenant:
Théoréme 3.6 ( Théoréme binomial:)

n
a+b ka ak bnk Z(Z).ak,bn—k

k=0

On peut lire les coéfficients binomiaux dans le triangle de Pascal:

Triangle de Pascal:

n=0... 1

n=1... 1 1

n=2... 1 2 1
n=3... 1 3 3 1
n=4... 1 4 6 4 1
etc. ...

La position verticale est n, la position horizontale k. Le numérotage commence chaque fois par 0. Ainsi
on peut lire par exemple: ¢(1) =4 und (3) = 6.

Pour les coéfficients binomiaux, on peut prouver a ’aide de (Z) C(k,n) = 1 (n| ol = n.(n_11)..2'.'.'..%_k+1)

ainsi qu’avec le principe de I'induction complete® facilement les lois suivantes:

Théoreme 3.7
Quelques qualités des coéfficienta binomiaux:

1) () = (%) 2 Go)+
3) 2" = Yo () 4 h=o () ()
5) Yo () = G 6) =@ =

Par exemple la formule 2" = 3" (7) est obtenue par 2" = (1+1)" =>"p_ () -1F- 1"k =37 (V)
a l’aide du théoreme binomial.

3.3.4 Arrangement avec répétition

La formule

L’arrangement avec répétition a été expliqué a la page 39. La formule pour le nombre d’arrangements
avec répétition par contre doit encore étre élaborée. Pour cela ous utilisons le symbole suivant:

Symboles 6 : V(k,n)

V(k,n) = nombre d’arrangements avec répétition pour un choix de k éléments dans une réserve avec n
éléments différents, qui tous peuvent étre répétés.

6Voir théorie des nombres



3.3. AUSWAHLPROBLEME — PROBLEMES DE CHOIX 43

Déduction de la formule:

Nous considérons les k places numérotés sur lesquelles les éléments & choisir sont ordonnés (voir fig. 3.5
en haut a gauche dans I'image). Comme nous pouvons choisir chacun des n éléments dans la réserve, on
a n possibilités d’occuper la lere place. Pour la 2éme place on a de nouveau n éléments dans la réserve a
disposition pour le choix; a cause de la possibilité de répétition chaque élément existe toujours et peut étre
choisi: Pour chacune des n possibilités pour la 1ere place on a n possibilités pour la 2eéme place, totalement
donc n-n = n? possibilités. Egalement pour la 3éme place: Pour chacun des n? possibilités pour les places
1 et 2 on a n possibilités pour la 3eme place, totalement donc n? - n = n3 possibilités. On continue ainsi:
Pour 'occupation des premieres 4 places on a n? possibilités , pour 'occupation des premieres 5 places n°
possibilités et finalement pour l'occupation des premicres k places on a n* possibilités. Par conséquent
nous avons le théoreme:

Théoréme 3.8 (  Arrangement avec répétitions:)
V(k,n) =nk

Exemple:

De combien de possibilités différentes est-ce que 26 étudiants (qu’'on peut distinguer) peuvent s’inscrire
dans 12 cours différents, si chaque cours offre 26 places, c.a.d. s’il n’y a pas de limites aux places?

Solution:

Le premier étudiant a 12 possibilités de s’inscrire dans un cours. Pour chacune de ces possibilités du
premier étudiant le deuxiéme a aussi 12 possibilités de s’inscrire dans un cours. Les deux ensemble ont
122 possibilités. Pour le troisieme, quatrieme etc. étudiant ca fonctionne aussi d’apres le méme schéma:
Chacun a les 12 possibilités, et les possibilités se multiplient. Il s’agit d’un arrangement avec répétitions.
Totalement il y a V(k,n) = V(26,12) = 1226 = 11447545997288281555215581184 ~ 1.14475 10°® possi-
bilités.

A retenir: Par cet exemple, on voit que k peut étre plus grand que n: k > n.
Application: Puissance de ’ensemble de parties

L’ensemble de parties est comme chacun sait ’ensemble de tous les sous-ensembles.

Probléme 3.5
La puissance de ’ensemble de parties

Donné:
Un ensemble M a n éléments.
Question:
Combien d’ensembles partiels M a—t—il?
Solution:

(Z) = C(k,n) est comme chacun sait le sous-ensembles avec k éléments, car ici, il s’agit d’un probléme
de choix typique. Maintenant on peut choisir un ou plusieurs sous-ensembles avec 0 (quantité vide), 1, 2,
y

..., n éléments. Totalement on a donc:

() () + () e () =2 () =2 () e
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Théoreme 3.9 :
Puissance de ’ensemble de parties

L’ensemble de parties d’un ensemble qui contient n éléments posséde 2™ éléments.

Donc un ensemble avec n éléments contient exactement 2™ sous-ensembles.

3.3.5 Combinaison avec répétition

Ici il faut choisir k& éléments dans un ensemble avec n éléments. Chaque élément choisi se duplique
dans ’ensemble de fagon que ’ensemble reste toujours le méme malgré le choix. Quel est le nombre des
options quant au choix?

Pour le calcul de ce nombre, il n’est pas essentiel si ’ensemble M., consiste en boules, en billets de
lotterie ou en nombres, c.-a.-d. quelle est la nature des éléments. Nous pouvons supposer par conséquent
qu’il s’agit de nombres naturels de 1 jusqu’a n: M,, = {1,2,3,...,n}. Si nous choisissons maintenant
k éléments (c.-a.-d. des nombres), nous voulons les ranger I'un & coté de Pautre au lieu de les "mettre
sur un tas”. Nous parlons ici du rangement standard (configuration). Nous presentons donc un tel choix
{e1,ea,...,er} toujours dans une disposition e; < ey < ... < ei. Par cela le nombre des options ne
change pas.

Comment résoudre le probleme des répétitions? L’idée de choisir parmi k - n éléments ne mene a aucun
résultat parce que les éléments d’un ensemble de choix peuvent étre obtenus de fagon différente ce qui
augmente faussement le nombre des possibilités de chois. Donc ¢a ne va pas de cette maniére. Pour venir
a bout de la chose on doit aller chercher plus loin:

A cette intention nous introduisons k — 1 nouveaux éléments Jy, Jo, . . ., Jy_1, les incluons dans ’ensemble
M,,. Ainsi nous recevons un nouveau ensemble Mfl_l ={1,2,3,....n,J1,Ja, ..., Jk—1} aAn+k—1
éléments. La disposition standard nouvellement valable correspond a 1’énumération des éléments donnée
ici: Les J; sont ajoutés derriere d’apres les numéros. Pour les éléments J; l'interprétation suivante
est valable: J; est une prescription ou fonction qui opere sur les dispositions standard choisies, dans
lesquelles on les trouve elles—-mémes. La prescription donnée par J; dit: Remplacer le symbole J; dans une
disposition standard choisie par I’élément e; du méme choix apres avoir remplacé tous les J, par p < i.
Si on effectue tous ces remplacements, on obtient d’un choix primaire la disposition finale standard.
Comme il faut choisir k£ éléments et comme il n’existent que k — 1 éléments .J;, dans un choix standard
on trouve toujours au moins un élément e; € M,,, dans notre cas un des nombres naturels 1,2, 3,...,n.
J; effectue par conséquent toujours un remplacement par un élément qui es situé plus a I’avant dans la
disposition standard, donc une duplicata. Comme chaque élément peut étre choisi une fois ainsi et apres
peut étre dupliqué par un J; au maximum k — 1 fois, il existe la possibilité que chaque élément de M,
peut se trouver donc k fois dans la disposition standard finale. De cette fagon peuvent étre obtenues
toutes les combinaisons avec répétition.

Exemple:

Soit donné M7 = {1,2,3,...,7}. Dans cet ensemble il faut choisir 5 éléments avec répétitions. Il vaut
donc: M2t = M2 ={1,2,3,...,7, J1, Ja, J3, Ju}.
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Si on choisit par exemple (1,5,7,.J1,J4) (dans la disposition standard), il faut remplacer comme suit:
D’abord J; — 1 ('indice 1 est plus petit que l'indice 4). Ca donne (1,5,7,1,Js) dans la disposition
non-standard et (1,1,5,7,.J4) dans la nouvelle disposition standard. Alors on remplace Jy +— 7 ce qui
mene & la disposition standard (1,1,5,7,7).

Semblablement le choix (4,.Jy, Ja, J3, J4) meéne a la disposition standard (4,4,4,4,4) apres tous les
remplacements.

Au choix de 6 éléments dans Mg le choix primaire meéne & la disposition standard finale (2,3, 7,8, Ja, Jy).

Ces exemples montrent qu’un choix primaire correspond clairement & une disposition standard finale.
Le nombre des dispositions primaires et sélectionnables est égal au nombre des dispositions standard
finales, dans lesquelles tous les éléments figurent répétés jusqu’ a k fois. Pour trouver C(k,n), on doit
donc trouver le nombre des dispositions standard primaires sélectionnables. La, k éléments sont choisis
entre n+k—1 éléments 1,2,3,...,n,J1, Jo, ..., Jy_1. Par conséquent on trouve C(k,n) = C(k,n+k—1).
On a donc:

Théoréme 3.10
Combinaisons avec répétitions:

Ck,n) = Clkyn+k —1) = (”+:_1>

Exemple

Un chef de rayon dirige 19 ingénieurs desquels chacun est capable d’avoir la responsabilité pour un projet.
8 nouveaux projets sont a faire (en suspens), qui doivent étre traités vraisemblablement I'un aprés autre.
Combien de possibilités s’offrent au chef de rayon de nommer des responsables pour les projets, si on
peut tirer en considération dans le cas extréme, que le méme ingénieur assume (dirige) tous les 8 projets?

Ici, il s’agit d’'une combinaison avec répétitions. Dans un ensemble de 19 ingénieurs, 8 responsables sont
choisis de facon que chacun peut étre nommé plusieurs fois. Il est donc:

. 19481 26 26! 26! 6
19) = = = = = 1562275 ~ 1.56228 10°.
¢(819) ( 8 > <8> R (26-8) &8

Nouvel exposé allemand voir:
http://rowicus.ch/Wir/Scripts/TEIL6dCrashKursWahrschKomb.pdf

3.4 Exercices

On trouve des exercices dans DIYMU, Wirz, Bibl. A18, ainsi que dans la littérature scolaire classique
pour le niveau gymnasial ou spécialement aussi dans les manuels du calcul des probabilités et statistiques.


http://rowicus.ch/Wir/Scripts/TEIL6dCrashKursWahrschKomb.pdf
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Kapitel 4

Calcul des probabilités

4.1 Introduction

4.1.1 Probléme

On cherche un instrument qui permet de faire des proposition concernant des événements de masse.

Exemples d’événements de masse:

1.
Grand de nombre d’individus

Grand nombre d’apparences individuelles temporellement échelonnées
Grand nombre d’apparences individuelles échelonnées dans 1’espace

Grand nombre de possibilités

5. etc.

En outre nous cherchons des notions qui sont utiles pour mesurer ces ensembles d’événements.
4.1.2  Application

Les sciences, dans lesquelles de tels événements de masse sont objet de la considération, sont par exemple
les suivantes:

1. Les statistiques
2. La science de la prévision

3.
La technique de I'optimisation de dispositions (par exemple la disposition de données sur les sup-
ports de données)

47
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Créer des modeles en économie, mathématiques financiere, théorie d’assurance, technique, médecine
etc.. (par exemple prédictions de mortalité, comportement de bourse, chances de thérapie etc.)

5. etc.

Le moyen mathématique, sur lequel les théories mentionnées se fondent, est le calcul des probabilités.

Exemple de la statistique::

Quant a la description simple des événements de masse, on se sert de la statistique descriptive.

Si par contre on veut juger ou comparer des événements de masse ou bien étudier leur comportement a
I'aide d'un modele, on utilise les statistiques mathématiques, statistiques qui servent a juger ou affir-
matives (statistiques de test, statistiques exploratives, tests de modeles, par exemple comme régressions
etc.). Base des statistiques mathématiques est le calcul des probabilités.

Idée importante: On cherche des méthodes mathématiques qui admettent une conclusion stre ou bi-
en fiable du comportement de peu d’individus (échantillons prélevés) sur la totalité des individus (lots,
beaucoup d’individus) sans dépenser trop de travail.

Aujourd’hui les méthodes statistiques font partie de de la culture générale pour 'ingénieur. Elles sont
importantes pour le controle de la qualité et aussi, quant aux composantes techniques, dans la théorie de
la fiabilité.

4.1.3 Personnages

Les personnages de I’histoire du calcul des probabilités:

— Plaise Pascal (1623 — 1662)
— Pierre Fermat (1601 — 1665)
— Christian Huygens (1629 — 1695)
— Jakob Bernoulli (1654 — 1705)  Déf. de la probabilité
— Abraham Moivre (1667 — 1754)  Déf. de la probabilité
— Pierre Simon Laplace (1749 — 1827)  Déf. de la probabilité
— Carl Friederich Gauss (1777 — 1855)
— Simon-Denis Poisson (1781 — 1840)
— Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow (1821 — 1894)
— Andrei Andrejewitsch Markow (1856 — 1922)
— Andrei Nikolajewitsch Kolmogorow (1903 — 1987)  Déf. de la probabilité
— Alexander Jakowlewitsch Chintchin (1894 — 1959)

4.2 Expérience de hasard, événement

Notion: Evénement au hasard:
Deux Interprétations sont possibles

1.
Hasard relatif: Processus, qui a une raison mais dont la raison est inconnue.
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Hasard relatif absolu: Processus, qui n’existe que de lui-méme et qui en principe n’a aucune

raison, et qui ne dépend donc de rien'.

Le probleme de P'existence du hasard absolu est un probleme de la philosophie. Car si une chose n’est
pas connue, il n’est pas possible d’en conclure de son inexistence.

Définition: Expérience de hasard ou observation de hasard:

Processus qui est réalisé d’apres des prescriptions fixes (ensemble
d’événements), réitérable aussi souvent qu’on veut, avec un résultat
non—définissable d’avance et qui a plusieurs résultats possibles qui
s’excluent les uns les autres. ("Dépendant du hasard”.)

Exemple:

Jouer aux dés, jetter une monnaie, tirage de cartes a jouer, mesurer la taille des gens, mesurer la quantité
de lait au’une vache produit, tirer des boules colorées d’une urne etc..

Facgon de dire:

L’événement ”dépend du hasard” := Le résultat n’est pas prévisible.

Exemple:
Jouer au dés et faire un six.

La fonction de répartition ne fournit ici normalement aucun maniement ou aucune caractéristique,
d’apres lequel on pourrait distinguer un événement parmi d’autres semblables. Par exemple jouer aux
dés un 6 et jouer un 5. Par manque de connaissances, donc par des raisons pragmatiques, on doit
conséquamment parler de mémes chances pour de tels événements.

Définition: Résultat élémentaire:

Résultat d’une expérience de hasard possible (w;) qui ne peut
plus étre partagé en des résultats partiels. (Mogliche Zerlegung
veréndert Experiment.)

Exemple: Jouer aux dés avec un dé ~» 6 possibilités: R(1), R(2),..., R(6). Ou jouer aux dés avec trois
dés. Décomposition: Jouer aux dés avec un dé ~ expérience nouvelle et atomique.

Qualité importante:

Un résultat élémentaire obéit & la logique bivalente: Il peut se réaliser ou ne pas se réaliser. (Décomp.
change exp..)

Définition:
Ensemble des résultats élémentaires: Ensemble de tous les
résultats élémentaires Q = {w; | i =...}.

IPour beaucoup de théologiens c’est la qualité de Dieu.
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Remarque:
Au lieu de dire ensemble des résultats, nous disons aussi ensemble
universel de 'expérience ou ensemble fondamental.
Définition: Evénement:
Sous—ensemble de ’ensemble des résultats d’une expérience de
hasard.
Définition:

Evénement élémentaire lié au résultat w;: {w;}

Les événements sont donc des ensembles d’événements élémentaires.

Définition: Espace d’événements:
Ensemble de tous les événements ({résultats}) d’une expérience

de hasard. (= P(Q2), Q = ensemble fondamental, ensemble des
résultats, P = ensemble de parties.)

Facon d’ écrire:

Pour les événements, nous utilisons des lettres majuscules (A, B, C, ..., X, Y, ...) comme pour les
ensembles.
Exemple 1: A = {jouer un 6 aux dés} = {we}.

Bref: A ={R(6)}, Q={R(1),R(2),R(3), R(4), R(5), R(6)} = {w1,...,we}

Exemple 2:

Soit donné: Béaton de longueur 1 qui soit brisé au hasard en 3 parties (places x et y, 0 < & < y < 1).
Résultat: 3 bouts de baton de longueur x, y — x, 1 —y. ~ Un résultat de cet expérience peut donc
étre représenté comme point dans le triangel {(z,y) € ((0, 1) x (0, 1)) | < y}.

Remarque:

Dans le premier exemple ’espace des événements ou résultats est fini, dans le deuxieme exemple
il est infini.

Lors d’une expérience aléatoire, un résultat possible peut étre réalisé ou ne pas étre réalisé. Apres
I’expérience, nous pouvons distinquer 'ensemble des résultats F (résultats statistiques, événement(s)
statistique(s)) qui ont été réalisés de I'ensemble des résultats 2\ E qui n’ont pas été réalisés. ~ w s’est
réalisé < w € F, w ne s’est pas réalis¢ < w & F
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4.2.1 Processus aléatoire, fréquence

Processus aléatoire

Par exemple jouer une seule fois aux dés avec un dé est une expérience de hasard atomique qui n’est
plus décomposable. A coté de telles expériences de hasard atomiques, on trouve dans la pratique aussi
des processus de hasard plus compliqués qui sont composés par exemple de plusieurs expériences de
hasard atomiques qui se déroulent 1'une apres 'autre ou simultanément. Par exemple une urne remplis
de boules colorées, de laquelle on tire 3 boules 'une apres ’autre. A un premier niveau, nous tirons par
exemple une boule sur 6 boules disponibles, & un 2. niveau on tire une boule sur 5 boules disponibles
et 4 un 3. niveau une boule sur 4 boules disponibles. Ici un événement élémentaire de 'expérience de
hasard consiste en 3 résultats atomiques qui se suivent.

Facon de dire:

Quant aux expériences de hasard composées, nous appelons le numéro des expériences de hasard
atomiques dans une suite le niveau. Par conséquent 1’expérience totale consiste en plusieurs niveaux.

Définition:
Une expériences de hasard a plusieurs niveaux s’appelle processus
aléatoire.

Exemple:

Si nous tirons d’abord une boule noire, plus une blanche et ensuite encore une fois une boule noire, nous
écrivons R(nq, be, ng) pour le résultat. Cette expérience de hasard consiste en trois niveaux I'incex indique
le niveau. L’information du niveau est nécessaire parce que les boules disponibles dans I'urne (condition
de l'expérience) changent avec le niveau. Un événement élémentaire d’une expérience au niveau n consiste
donc en un multiplet—n arrangé d’événements élémentaires atomiques.

Fréquence

L’événement statistique F soit le résultat d’une expérience (série & n tentatives, n expériences partielles,
processus du niveau n). L’événement A soit réalisé k fois & n tentatives partielles ou élémentaires. (n cas
possibles et k cas favorables.)

Exemple: 12 fois jouer aux dés: F = ensemble des résultats partiels réalisés et numérotés. Le 1 vient 3
fois. A = sous—ensemble des 1 réalisés et numérotés. ~ |E|=n =12, k= |A| =3.

Définition: Fréquence absolue de A:
H(A) =k
Fréquence relative de A:
A
h(A4) :=— ==
|E|
Exemple:

A = tirer un roi d’'un jeu de cartes bien mélangé avec 36 cartes et 100 tentatives (tirer 100 fois). Soit
k=9~ H(A) =09, h(A)=0.09. Un événement dans ce processus de hasard au niveau 100 est donc un
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multiplet—100 arrangé avec 100événements atomiques, qui sont chaque fois le résultat d’un tirage simple.

Conclusion: Les fréquences absolues sont des puissances d’événements qui ont
eu lieu.

Exemple:

Expérience: jouer 12 fois au dé. Résultat: E = {21, 45, 53, 14, 25, 66, 37, 1s, 1o, 510, .11, 312}. Sous—ensemble
"laeuliew: A:={z; € E | x; =1;} = {14,1s,19}. (-11 = - = "missing value”.)
~ H(A)=3, h(A) =2

T
Facon de dire:

Le sous-ensemble A de E objet de notre intérét particulier se dirige, s’appelle ici ensemble de but.

Il vaut donc:

Théoreme: Hyp.:
The.:
1. H(A) = |4]
(Fréquence absolue = puissance)
H(A) _ |4
2. h(A) = —— = —;
H(E) |E|
(Fréquence relative)
3. h(E)=1
On reconnait aussitot:
Théoréme: Va: 0<h(A)<1

4.3 Algebre des événements

4.3.1 Algebre des événements et algebre des ensembles

Comme les événements sont des ensembles, 1’algebre des événements n’est rien d’autre que l'algebre des
ensembles.

Soient A et B des événements (~ ensembles), qui peuvent se réaliser lors d’une expérience projetée.
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Définition: Evénement somme:

A+ B ou AU B := événement total, est réalisé exactement si A ou
B ou les deux ensembles sont réalisés. (~» Réunion de A et B.)

Définition: Evénement produit:

A-Bou AN B := événement total, est réalisé exactement si A et
B sont réalisés. (~ Intersection de A et B.)

Soit 2 lensemble de tous les résultats élémentaires (ensemble universel, événement somme de tous les
événements atomiques, est toujours réalisé) et {} 'ensemble vide (n’est jamais réalisé).

Définition:
Un événement qui est toujours réalisé (2) s’appelle événement
str. Un événement qui n’est jamais réalisé ({}) s’appelle
événement impossible.

Définition: Evénement entrainé:

B s’appelle entrainé par A, si la réalisation de A a toujours comme
conséquence la réalisation de B (B 2 A).

Définition: Evénement complémentaire:

A= A€ s’appelle événement complémentaire de A, si
AUA=Q N AnNA={}.

Définition: Evénements équivalents:

A et B s’appellent équivalents, si la réalisation de A a toujours
comme conséquence la réalisation de B et et vice versa. ~ (B D
A) A (BCA).

Définition: Evénements s’excluant mutuellement:

A et B g’appellent s’excluant mutuellement (incompatibles),
si A et B ne sont jamais réalisés simultanément. (A N B = {}.)

Exemple 1:

L’expérience de hasard "un enfant va naitre”: ~» Deux possibilités: événement A = { Ca va étre un
garcon}. L’événement B = { Ca va étre une fille}.

~ AUDB = événement sir, A N B = événement impossible. A, B sont s’excluent mutuellement.
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Exemple 2:

A = {jouer aux dés un nombre pair} (bref R(2 V 4 V 6)), B = {jouer aux dés un nombre divisible par
3} (bref R(6 V 3)), C' = {jouer aux dés le nombre 1} (bref R(1)).

AUB=R(2 V 3V 4V 6)
AN B = R(6)

Remarque:
Une algebre est un ensemble avec opérations sur les éléments.
L’ensemble de parties de €2 forme par conséquent une algebre avec
des opérations sur leurs sous-ensembles qui sont des événements.
Les opérations sont U,N,~--,C. Nous parlons donc ici d’une
algebre d’événements.

4.3.2 Algebres de Boole

L’algebre de Boole est traitée dans Wirz, Bibl. A14 (Mathematikkurs fiir Ingenieure, Teil 4, Einfiihrung
in die Boolsche Algebra). Ici nous résumons seulement ’application concernant 1’algébre des ensembles
importante dans ce cours.

Soit A C P(Q), {} € A (P(Q2) = ensemble de parties)
Nous définissons pour nos besoins:

Définition: A s’appelle algébre de Boole (algébre des ensembles de Boole),
si 'on a:
l.AcA = Ac A
2. (AeA) N (BeA) = (AUuB)e A

Il vaut (De Morgan!): o
(AcA) AN (BeA) = (Ac A AN (BEA) = (AUB)c A = (AUB)=(ANB)=ANBc A

Conséquence: (A€ A) AN (BeA) = ANBe A

Conclusions: LA eA), i=1,....n) = (U, A)cA

2. (AiE.A), i=1,...,n) = (n?zlAi)EA

Probléeme:
Soit 2 fini. Par conséquent P(2) est aussi fini et donc & former sans probléemes. P(£2) est un ensemble
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de sousensembles de € et par conséquent un ensemble d’événements. Mais comment former P(£2), si
Q est infini? Et est—ce que (|J;=; 4;) € A reste toujours valable?

Combien souvent dans les mathématiques nous éludons le probleme avec une définition:

Définition:
Une algebre des ensembles de Boole s’appelle c—algébre, s’il vaut:
(AieA i=1,...,00) = (Uje; i) e A

A cause de De Morgan il vaut donc:

Conclusion: (AieA i=1,...,00) = (N, di) e A

Remarque:
Si 2 est infini, A est généralement un sous—ensemble de P(2). Car
les événements de A sont normalement des ensembles finis, P ()
possede par contre dans ce cas aussi des ensembes infinis.

Conséquence:

A une expérience aléatoire nous associons pour le moment toujours un couple (€2, .A). (Ensemble des
résultats 2 et algébre des événements (Q2,.4).)

4.3.3 Quant a la puissance et a la fréquence

Soient maintenant A et B des sous—ensembles du méme ensemble de résultats E. De l'algebre des
ensembles nous pouvons conclure:

Théoreme:
1. HHAUB) =H(A)+ H(B) — H(AN B)
2. (AUB) =h(A)+h(B) — h(ANB)

3. AnB={} = H(AUB)=H(A)+ H(B) (Evénements incom-
patibles)

4. ANB ={} = h(AUB) = h(A)+h(B) (Evénements incompatibles)
5. AUB = AN B (De Morgan)

6. AN B = AUB (De Morgan)
7. h(A) =1 — h(A) (De Morgan)

Exemple:

Expériance: jouer 16 fois aux dés avec 2 dés.
~» Résultat:
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E= {(25 3)1) (25 5)2) (15 3)3) (45 6)4) (15 6)5) (15 6)6) (25 2)7) (45 6)8) (45 6)9) (55 6)10; (15 1)11; (2; 6)12;
(2,5)13, (1, 1)14, (1,5)15, (3,4)16}

A:  Au moins un nombre est divisible par 3.
B: Les deux nombres sont pairs.

~ H(E)=16, H(A) =10, H(B)=5, HANB) =4, H(AUB) =11, H(A) =6,
4.3.4 Des arbres d’événements

Pour obtenir une vue d’ensemble sur un processus aléatoire du niveau total n, la représentation des
événements par un arbre d’événements est favorable.

Exemple:
Soit donnée une urne qui contient une boule bleu (b), deux boules rouges (r) et trois boules violetes

(v). Par un processus aléatoire du niveau total trois, il faut tirer trois boules 'une apres lautre. Les
événements doivent étre représentés dans un arbre d’événements. Combien de possibilités est-ce qu’il y a?

Exemple:

r
v
/é r b — r — r Est un résultat.
/ % v Il y a 19 résultats différents (Arrangements:
" v Combinaison avec répétition dépendant de
/ v I’élément et rangement).
o

Stufen ‘

Important:

Comme la répétition des éléments choisis est dépendante des éléments, aucune des 6 formules classiques
de ’analyse combinatiore ne peut étre appliquée directement pour calculer le nombre de possibilités.

4.4 Probabilité classique d’apres Laplace

4.4.1 Expériences de Laplace, probabilité identique

Nous allons étudier les expériences de Laplace. Ce sont des expériences avec un ensemble de
résultats fini ot on peut observer qu’a un nombre suffisamment grand de répétitions tous les événements
élémentaires ont & peu pres la méme fréquence.
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P. ex. on a observé en jetant d’'une monnaie (Kreyszig, Bibl. A9, Statistische Methoden und ihre Anwen-
dungen, p. 58):

Expérimentateur | Nombre de jets | Face (téte) réalisée | h(R(téte))

Buffon 4040 2048 0.5069
Pearson 12000 6019 0.5016
Pearson 24000 12012 0.5005

Ici, on peut donc parler d’une expérience de Laplace. On parle aussi de la régularité statistique ou de
la stabilité de la fréquence relative. On fait des expériences pareilles avec un dé idéal.

L’idée de 'expérience de Laplace peut étre définie plus exactement par 'idée de la probabilité égale:

Définition:
Si & une expérience de hasard le comportement d’aucun événement
n’est distingué du comportement des autres, on appelle tous les
événements de méme probabilité ou de méme possibilité.
(Probabilité identique.)

Conclusion:
Par conséquent quant a une expérience de Laplace les événements
élémentaires sont de méme probabilité.

Exemple:

Expériences de Laplace: Tirer des cartes dans un jeu de cartes, jouer aux dés avec des dés idéaux, tirer
des boules d’une urne etc..

4.4.2 Probabilité comme mesure pour gagner
Exemple: Quant & un dé idéal, tous les 6 événements sont de la méme probabilité (expérience de

Laplace).

Raisonnement de Laplace:

Probléme: Dans un jeu de dés avec un dé, un joueur gagne, s’il fait un 3ou un 6. Sinon il perd. Quels
sont ses chances de gagner?

Au jeu mentionné, il y a m = 6 événements possibles (cas possibles, ensemble d’événements
0 ={1,2,3,4,5,6}, écrit brievement). Pour gagner cependant il n’y a que g = 2 événements (cas favor-
ables). m — g = 4 cas sont donc défavorables pour gagner (nombres 1,2,4,5), ensemble d’événements
A ={3,6}.

~ g=H(A)=m(A), m=H(Q)=m(N)

Comme tous les événements sont de la méme probabilité, on peut prendre comme mesure P pour la
chance de gagner la fréquence relative:
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Classiquement on définit cette mesure pour la chance de gain (aux événements élémentaires de méme
probabilité) comme propabilité de réaliser ’événement, A:

Définition:
Probabilité (d’aprés Laplace) P(A) de 'événement A lors
d’une expérience avec des événements élémentaires de méme prob-
abilité: H(A)
g
P(A)===—-=
(4) m  H(Q)
Exemple:

Processus aléatoire: Jouer aux dés avec 3 dés et 2 essais (niveau total 2). Gagner signifie: Faire au moins
une fois (donc par niveau) 2 fois un 6 (événement A). ~» P(A) =7

Solution:

D’abord nous décomposons le probléme en problemes partiels, dont nous joignons finalement les résultats.

1.
L’événement A; soit défini par le succes dans le 1—er essai (niveau 1), avec la restriction que
le résultat du 2-eéme essai (niveau 2) peut étre quelconque. Au lieu de considérer les dés, nous
considérons les places P sur lesquelles les résultats sont notés. Il y a 3 possibilités de faire un
résultat égal 6 avec deux dés et inégal 6 avec le 3—eéme dé restant (E4 1, E21, E31). Enplusily a
encore la possibilité de faire un 6 avec tous les 3 dés (Ey1).
g5, = Nombre de possibilités favorables a I’événement E;; a la place numéro k.

Niveau 1 Niveau 2
Evén. P=1 P=2 P=3 P=4 P=5 P=6
Eiq gii1=1 gi2=1 =6:913=5]|g14=6 g15=6 gi16=6
Esq g1 =1 =6 :g22=25 g23=1 g24=6 go5=06 g26=26
Es —6:931=25 g32=1 g33=1 934=06 @g35=6 g36=20
Eyq gag =1 gapo =1 ga3 =1 934=6 g35=6 g36=20

Aq est réalisé, si 1 ou Fy ou E3 ou E3 est réalisé.

A =FEUEUE3UE; = m(A)=9g=56-6-6+5-6-66+5-6-6-6+1-6-6-6=(3-5+1)-6.

Comme sur chaque place 6 nombres sont possibles, il vaut: m=6-6-6-6-6-6=6°.
m(Ay) (3-5—1—1)-63_16_ 8

= P =h(d) = =5 = 66 T 6 3.6

L’événement A, soit défini par le succes dans le 2-eéme essai, avec la restriction que le résultat
du 1-er essai peut étre quelconque. Pour des raisons de symétrie, nous obtenons le méme résultat
comme dans le 1—er essai.

8
362

3. Soit A3 = A; N Az.  Aj signifie qu'on a du succes au 1—-er et au 2—eme essai (niveau).

Pour le succes sur les places 1,2,3 (1-er niveau) il y a 3- 5+ 1 = 16 possibilités. Pour chacune de
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ces 16 possibilités il existe encore 16 possibilités pour le succes sur les places 4, 5, 6 (2—eme niveau).
Par conséquent pour le succes sur deux niveaux (As) il y a 16 - 16 possibilités.

m(A;)  16-16  8-8
E 66  32.64

= P(Ag)ZP(AlmAQ) :h(AlﬂAg):

4. P(A) = P(A1 U Ag) = h(Al U Ag) = h(Al) + h(AQ) — h(Al n AQ)
8 8 8-8 2-8 8-8 47
— = = — =~ (.145062
+3-62 32. 64 3-62+32-64 324

T 3.62
Attention:

L’idée de la probabilité identique des événements élémentaires manque normalement dans la pratique:
Les dés ne sont pas exactement symétriques et homogenes, la psychologie du lanceur joue un role, et
beaucoup de processus statistiques ne sont pas du tout des expériences de Laplace. Qu’on pense par
exemple au temps! Par conséquent une notion de probabilité dans un sens plus large est nécessaire. Par
conséquent nous introduisons la notion de la probabilité axiomatique d’apres Kolmogoroff.

4.5 Probabilité axiomatique

4.5.1 Notion, axiomes, conclusions

Notre point de départ est ’expérience: Les résultats d’expériences de hasard suivent a la longue
certaines lois. D’apres Descartes, il est raisonnable d’accepter comme loi de la nature le modele plus
simple vraisemblable de 1’événement observé (phénomeéne de nature), si d’autres observations ne nous
forcent pas de changer le modele. Un modele dans ce sens n’est cependant pas une explication causale
des phénomenes de la nature, il est seulement une description de la nature.

Dans ce qui suit, nous voulons nous restreindre a des expériences ou des processus qui montrent des
fréquences relatives qui sont par le nombre croissant statistiquement stables, si le nombre des essais
est assez grand. Pourtant il n’est pas nécessaire de présupposer que les événements élémentaires sont
de méme probabilité. Des irrégularités accidentelles sont permises seulement pour les événements
élémentaires, mais non pas pour la fréquence relative dépendante du numéro de ’expérience,si le numéro
de l'expérience est assez grand.

Hypothése fondamentale:

Sur la base des observations empiriques, on peut supposer I’hypothése suivante: Soit n le nombre

d’essais dans une expérience & des conditions invariables. Donc lim h,(A) = heo est un nombre réel
n—oo

€ [0, 1] qui peut étre indiqué avec une grande certitude pratique.

Attention: Comme dans la réalité du temps un nombre fini d’essais ne peut jamais exister, cette
supposition ne peut jamais étre controlée dans la pratique. Sa nature est purement théorique. Ici, le
succes pratique prend la place de la certitude pratique de I’hypothese. Les statistiques reposant sur ce
fait ne sont donc, dans leurs bases, pas des sciences déductives, mais inductives (expérimentales).

Remarque:

Pour obtenir h,, on a besoin de données, ¢.v.d. de 'expérience.
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La probabilité qui va étre utilisée maintenant est fondée sur une interprétation hypothétique que nous
résumons dans une définition. Elle est de nouveau une sorte de mesure d’un événement.

Définition: Probabilité ou mesure de probabilité (définition statistique):
P:A—[0,1]CR

. _ . H(4)
Ar— P(A) :=heo = nh—>H;o m

Conséquence: P est une fonction sur A.

Remarque:

Comme dans la réalité pratique il ne existe pas de méthode pour obtenir h.,, nous posons
P(A) := hoo & hy, n << 1 (n tres grand).
~ Probléme: Stabilité de h,, avec n.

Comme 2 est souvent inconnu dans la pratique, nous écrivons S a la place de €.

Axiomes:
1. P(A) €[0,1] univoque

2. (a) A=S = P(A)=1 (événement sir)
(b) A et B événements équivalents = P(A) = P(B)

(c) A et B événements incompatibles:
AnNnB={} = P(AUB)=P(A)+ P(B)

Définition: A=5\A
s’appelle événement complémentaire de A.

Remarque:
1. = P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANDB) a cause de
AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB) ()
(incompatibles)
~ P(AUB) < P(A) + P(B)

C

2. Soit ACB = B=AU(B\A)
= P(B)=P(A)+P(B\ A)

3. ANA={} = 1=P(S)=P(AUA)=P(A)+ P(A)
= P(A)=1-P(A)

4. P(S)=P@)=1-P@)=1-P{})=1-0=
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Les conclusions suivantes sont maintenant directement compréhensibles:

C lusi : _
onclusions 1. P(A) =1 - P(A)

2. A, As, ..., A, incompatible
n
= P(UiL, 4i) = Y P(4)
i=1

3. A impossible (A=S={}) = P(A)=0

4. A,B quelconque = P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB)
5. A,B quelconque = P(AUB) < P(A)+ P(B)

6. ACB = P(A) < P(B)
7. P(S) =1

Attention:

1. 0=P(A) = hoo(A) = h,(4), n>1
A n’est pratiquement jamais réalisé ce qui ne signifie pas que A soit impossible!

2. 1=P(A) = hoo(A) = hp(A4), n>1
>
~» A est pratiquement toujours réalisé ce qui ne signifie pas que A soit absolument str!

4.5.2 La notion espace de probabilité

Nous considérons un ensemble d’événements discret Q = {w1,wa, wa, ...} 1ié & une expérience de hasard.
Soit P(w;) = p; > 0 pour les événements élémentaires w;. Pour i # k il doit étre w; Nwy = {}, sinon
les événements élémentaires seraient démontables (w; = (w; Nwg) U (w; \ wi)). Par conséquent il suit
[ee]
des axiomes: Y p; = 1. Comme chaque événement se compose d’événements élémentaires (A = U“ Wi ),
i1
il vaut pour la probabilité de A: P(A) = > p;. Avec cela, a chaque événement A, = J; il est
i1
adjoint clairement une probabilité P(Ay) = > pi. Cette correspondance (assignation) est une fonction
k1
Aj — P(Ay). Cette fonction transforme 1’espace d’événements en un espace de probabilité.

Définition:
Un espace de probabilité est donné par un espace d’événements
2, une algebre d’événements et une mesure de probabilité.

On voit tout de suite que dans le cas de Q = {w1,ws,...,w,} avec P(wy) = P(ws) = ... = P(wy,) on

obtient la probabilité de Laplace.
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Facon de dire:

4.5.3 Probabilité conditionnelle
La notion

Exemple:

Soient A et B les ensembles suivants:

A ={R( Client est féminin)}

B = {R( Client achete notre produit)}

~» BJA={R( Client féminin achete notre produit)}

Facon d’exprimer:
B|A =~
Evénement B sous la condition de I’événement A, B dépendant de A.

Remarque:
B|A ~ Client est féminin et client achéte ~» intersection des
ensembles!

Probléme:
Nous cherchons maintenant la probabilité que le client achete notre produit, a la condition que le client
soit féminin.

Définition:
P(B|A) := probabilité pour la réalisation de B & la condition que
A ait été réalisé ~ probabilité a condition.

Comment calculer P(B|A)? Nous considérons d’abord un ensemble d’événements € fini, , A # {}:

. H(A) a H(B) b H(ANB) s

Soient P(A):=——==—, P(B):=——=~=—, P(ANB) = ————~ = —

ofent P(4) HQ) n’ (B) HQ) n’ ( ) H(Q) n
Les résultats de A N B sont réalisés dans s cas. Cela arrive a condition que les résultats de A soient
réalisés ce qui arrive dans a cas. A est par conséquent 1’ensemble des événements strs par rapport a ce

probleme, c.-a.-d. 'ensemble universel pour I’événement A N B. Par conséquent vaut:

pplay < HAOB) sy PANB)

H(A) a & P(A)
P(BNA) P(ANB)

A cause de ANB = BN A, laloi qu’on vient de déduire est symétrique: P(A|B) = P(B) = P(B)

N

Théoréme:

meng%%@

2. H(A) = H(B) = P(A|B) = P(B|A)

mmmzﬁg%ﬁ
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Conséquence: P(ANB)=P(B|A)- P(A) = P(A|B)- P(B)
(Théoréme de la multiplication)

P.ex. pour A = {} cette formule reste correcte.
(= AnB={} = P(AnB)=0, P(A)=0, P(B|A)=0)

P(ANB) =P(BJA)- P(A) le laisse itérer:

Corollaire:

P(ANAsN...NA,) = P(A)) - P(As|Ay) - P(As|A1 N As) - ... P(An|A1 N As M. N Aply)

Exemple 1:
Soient [Q2] =100, |AU B| =280, |A| =50, |B|=45

Il vaut: |AUB| = |A|+|B|—|ANB]

P(ANB 15/100 15
= |ANB|=50+45—-80=15, P(BJA)= ( ) _ 15/ =

- = 2-03
P(A) 50/100 50

Exemple 2:

Donné: Boite avec 3 boules vertes et 7 boules rouges (~ en tout 10). Probabilité qu’on n’obtient que
des boules rouges en tirant 2 fois sans remettre les boules tirés?

Soit 71 = "rouge au ler tirage”, ro = "rouge au 2eme tirage”.

o P} = =, PUr}{r)) = © = P{r}0{m}) = PUr} () PUm)) = o = 22 ~ 047
10 9 9 10 90

Exemple 3:
Lotto: Probabilité pour 6 nombres corrects de 49?7

Méthode 1: Combinaisons

po L (9-6)L6 6! B 715112 10-5
49\ 49! T 49-48-47-46-45-44 13983816
6
Méthode 2: Evénements dépendants

6

Ay ~  Tirage du ler nombre: P(A4;) = 10
)
Ay ~  Tirage du 2éme nombre & la condition que le ler nombre soit tiré: P(As|A;) = 5

A3z~ Tirage du 3éme nombre a la condition que le ler et le 2éme nombre soient tirés:

4
P(As|A1NAy) = e

~ P(A1NAyN...NAg) = P(A)- P(A3|Ay) - P(A3]A1 N Ay) ... P(A,|A1 N Ay N ...N As)
1
6 5 4 1 ~ 7.151121078

T 49 48 47 44 13983816
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Evénements indépendants

Si les résultats ou les éléments dans I'ensemble B|A sont les mémes que ceux dans I’ensemble B et par
conséquent s’il vaut B|A = B, I'ensemble A n’influence pas quels éléments de B|A doivent étre omis au
choix dans B. Donc A ne change pas B. Par conséquent nous appelons B et A indépendants. On obtient
par conséquence P(B|A) = P(B) et donc

P(ANB) = P(B|A)- P(A) = P(A|B) - P(B) = P(B) - P(A) = P(A|B) = P(A).

On contréle tout de suite que le résultat soit aussi correct pour A = {} ou B = {}.

Définition:
B sappelle indépendant de A ou indépendant de fagon
stochastique (aléatoire) s’il vaut: B|A = B.
Théoreme: Hyp.:
Soit B indépendant de A.
The.:
1. P(B|A) = P(B)
2. P(ANB)=P(A)- P(B)
3. A indépendant de B.
Exemple 1:

Donné: Jeux de cartes avec 36 cartes. Tirer 2 fois une carte et les remettre dans le jeux. Probabilité
qu’on tire 2 fois un as?

Solution:

a1: As au ler tirage.

as:  As au 2er tirage.

~ P(A1) = P(A;)

Les deux événements A; = {a1} et A2 = {a2} sont indépendants. ~ P(A;) = P(A4s)

4 4 4 1

Utiliser ’arbre d’événements

Exemple 2:

Urne qui contient 6 boules: 2 rouges r), 4 bleues (b). Tirer 2 boules sans les remettre.

1. A:
Probabilité qu’on tire 2 fois une boule avec la méme couleur?

2. B:
Probabilité qu’on tire 2 fois une boule avec une couleur différente?

Solution: Utiliser un arbre d’événements:
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I~ Niveau 1

II ~» Niveau 2

Wurzel

Important: Méthode

Considérer: Le long des fleches (sentiers) il s’agit d’événements dépendants, c.-a.-d. de prbabilité
conditionnelle. A un point de bifurcation, une condition est posée pour le niveau suivant. Par conséquent
les probabilités se multiplient le long des sentiers. Par contre les événements a un niveau donné sont
excluants. Les probabilités s’additionnent.

Solution:
2 1 43 7 24 4 2 8
PA)=2.242.2_-L pB=2.242. 22 pA)+PB) =1
v PA) =G st s PB =55t 5 - PA+TPB)
Exemple 3:

Quelle est la probabilité de réaliser la premiere fois pile au k—eme essai en lancant une monnaie idéale?
Quelle est la somme sur k de toutes ces valeurs de probabilité?

—1=2-1=1

x>
Il
—
x>
Il
—
x>
Il
o
N [=

4.5.4 Probabilité totale

Exemple:
Lors d’une expérience aléatoire, nous tirons d’une de trois urnes données U; une boule. U; contient deux
boules rouges et deux bleues, Us deux rouges et une bleue, Us une rouge et deux bleues.

~ Questions:

1.
Quelle est la probabilité de tirer une boule rouge?

2.
Quelle est la probabilité que la boule rouge a été tirée de Us?

Solution:

1
1. Niveau 1: P({U;}) = gv,-

2. Niveau 2: P({r}|{Ui}) = %, P{r}{Us}) = %, P({r}|{Us}) = %

-

3. Niveau 1 — 2 P({r A Ui}) = -2 = % P{r A Up}) = %: 2 Pr A Us)) =

Wl
=~ Do
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4 Ary: P(r}) = P({r A U}) + P({r A U2}) + P({r A Us}) =3 P({Ui}) - P({r}[{Ui})

_ 1 + 2 + L_1_ 0.5
6 9 9 2

Evidemment on s’attend la valeur 0.5 lors de cette expérience, parce que en tout les boules rouges font
exactement la moitié des boules. Mais I’exemple montre la méthode qui fonctionne aussi dans d’autres cas.

af) Si nous mettons B & la place de{r} et A; & la
place de U;, nous obtenons la formule suivante:

®
(=]

Conséquence: Soient i # k
i=1

Définition: Ici P(B) s’appelle la probabilité totale pour la réalisation de
I’événement B.

Maintenant nous nous intéressons a la probabilité que le sentier traverse Aj & condition que B soit
réalisé. La probabilité que le sentier traverse Ay correspond & la probabilité que Ay se réalise. Nous
devons donc calculer P(Ag|B). P(A;) et P(B|A;) sont donnés.

Nous avons a la disposition les informations suivantes:
1. P(B) =>_P(4;) - P(B|A) (déduit en haut)
i
P(Ak N B)
P(B)
3. P(AyN B) = P(A) - P(B|Ag) (le long d’un sentier)

2. P(Ag|B) = (théoréme de la multiplication)

Conséquence: Formule de Bayes

P(Ay) - P(B|Ak)
> P(4;) - P(B|A;)

%

P(Ag|B) =

PN = LUCD PR 55 2

EQPHUﬁ)j%@}HUﬁ) 05 9-05 9
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4.6 Fonctions de répartition

4.6.1 Variables aléatoires

Nous considérons des expériences de hasard. Si nous tirons des boules colorées d’une urne, nous devons
d’abord attribuer une échelle graduée aux couleurs pour pouvoir les inscrire sur ’axe d’un diagramme a
I'intention de travailler apres avec les fonctions aléatoires comme fonctions sur les nombres. Si par con-
tre nous jouons p. ex. aux dés avec un seul dé, les résultats possibles sont déja les nombres € {1,2,...,6}.

Nous pouvons interpreter les variable réelle comme fonctions comme il suit:
x:zr—x(z) = z.

La fonction x applique le nombre z & la valeur z = w(z), ce qui est toujours évident et par conséquent
jamais mentionné.

De facon analogique on applique, d’apreés Uintention dans Iexpérience, une valeur X(w) € R par une
variable aléatoire & un événement w € © (ou un événement élémentaire {w} € A).

Exemple 1:

Dans une expérience de hasard, on joue aux dés avec deux dés. L’ensemble des résultats est
Q = {(m,n) | mn € {1,2,...,6}}. Maintenant la variable aléatoire X soit définie comme suit:
X((m,n)) = m+n € R. Par conséquent il vaut: X((m,n)) € {2,3,...,12}. L’ensemble des événements
avec X ((m,n)) <4 est donc {(1,1),(1,2),(2,1)}.

Exemple 2:

Dans une expérience de hasard, on joue aux dés avec un dé. L’ensemble des résultats est Q = {1,2,...,6}.
Maintenant la variable aléatoire X soit définie comme suit: X(n) = n. Par conséquent il vaut:
X (wk) =wi € R.

Exemple 3:

Dans une expérience de hasard, on questionne des dames d’un collectif donné sur le périmetre du corps
de leur partenaire idéal. Pour la variable aléatoire il vaut donc:
X : Dame —— X(Dame) = périmétre partenaire idéal € R

Remarque:
Dans le ler exemple {X(...)} C R est discret ou fini, dans le 3eme
exemple {X(...)} C R est théoriquement infini.
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Q . o ] POl.ll“ notre emploli a ven{r, nous définissons
. E ok maintenant la variable aléatoire plus exacte-
LI ment.Soit donnée une expérience aléatoire

. 0 . . X avec un ensemble fondamental 2 mené d’une
. . algebre d’événement A qui est une o—algebre.

_
Xy JX(E)  IXig)

X

p R

Définition:
Une fonction X :  — R avec w — X(w) s’appelle variable
aléatoire ou variable stochastique, fonction stochastique,
g’il vaut:

LV, g{we|X(w)<ztcd

2. Pour A soit définie une fonction de probabilité P, qui suffit
aux axiomes de la probabilité.

La premiere condition est la condition da la mesurabilité. Elle signifie que ’ensemble de tous les résultats
dont la réalisation possede une valeur au-dessous d’une valeur z donnée, est considéré comme événement.

Remarque:
Comme & {w} et donc aussi & {X(w)} il s’agit d’événements de
hasard, nous disons: La valeur de X dépend du hasard.

Facon d’ écrire: X <z:={we Q| X(w) <z}
~ X <z, z <X etc. sont des ensembles!

Facon de dire:
P. ex. pour a < X < b nous disons: X prend une valeur dans a < X < b.

Comme les sous-ensembles de ) sont des événements, o déduit s’appuyant sur la définition de X et la
maniere de choisir les éléments tout de suite le théoreme:

Théoréme:

1. —co < X < oo est I’événement sur.

2. Les ensembles suivants sont toujours des événements: a <
b, a < X <b a< X <bh a<X<bh a<X, a<X

X <
, X <
a, r<a

3. P(X<a)+Pla<X)=P(—o< X <x0)=1

Conséquence: P(a< X)=1—-P(X <a)
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Remarque:

Comme nous avons vu dans les exemples précédents, nous devons
distinguer entre variables aléatoires discretes et continues. On
s’attend a ce que chez nous dans le cas des variables aléatoires con-
tinues les domaines de valeurs sont des intervalles. Pour les raisons
de puissance d’intervalle et de I’exactitude des mesurements, une
proposition commme p. ex. P(X = a) ne fait pratiquement pas
beaucoup de sens, par contre une proposition comme P(X < a)

Exemple 3:
Jouer aux dés avec un dé, X = pile (nombre):

1
PX=1)=PX=2)=...=PX=1)==
5 3 5 1
= P1l<X<2)=0, P(1§X<6)=6, P(§<X<§):E
Exemple 4:  Urne, 4 boules rouges et 6 boules bleues. En tirer 2, sans les remettre. X (boules tirées) =
nombre de boules rouges tirées.
6 5 1
PX=0)=— ~-=+
( 0) 10 9 3
P(X=1)=? 1~ P(Z)=P(X=1lr)=—.0_ 24
S ! Ve B 1_1602_145
P(Z;) =P(X =1 =— .- =—
ra > P(Zy) ( [r2) TACINEN
ZWNZy = = P(Z1UZy)=—+—=—
e {}4 3(12 S TRRTRT
PX=2)=— -—-=—
( ) 10 9 15
PX=0) v (X=1) v (X=2)=2143 12
a4 = = = = — _ _— =
3 15 15
P1<X<2)=0
1 8 13
PX<l)=-4+—=—
(X<1) 38+152 18
PX>)=—+—=-
(X=1) 15+15 3
2
P(0.5<X<10):P(x21)=§

4.6.2 Fonction de répartition

Lors de I'explication de la variable aléatoire, on a mentionné 'idée de la fonction de probabilité: Pour
A soit définie une fonction de probabilité P, qui suffit aux axiomes de la probabilité. Mais la méthode
d’obtenir P de fagon précise n’a pas été traitée. C’est pourquoi nous voulons d’abord préciser 1'idée de
la fonction de répartition:

Soit donnée une expérience de hasard et liée a cela une variable de hasard X. Soit maintenant donné P
de fagon concreéte et pratique qu’a chaque = € R la probabilité P(X < x) soit exactement définie. C’est
important de comprendre que P(X < x) peut étre défini sans probléme et raisonnablement pour des
variables discretes et continues tandis que par exemple dans le cas continu P(X = z) ne donne pas de
sens pratique.
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Définition: F(z)=P(X <x)
s’appelle fonction de répartition de X.

Remarque:

D’apres la construction il est Dp = R.

A Taide de la fonction de répartition, nous pouvons définir
la ”fonction de probabilité” dans le cas discret et dans le cas
continu de maniere différente.

D’apres la définition, la fonction de répartition est une probabilité. C’est pourquoi on peut déduire:
1. Vp,: 0<F(x)<1
2. F(c0):= lim F(z)=1

T—00

3. F(—o0):= lim F(z)=0

r——00
4. x1 < 190 = F(xl) < F(xg)

5. P($1<X§$2):F($2)—F($1)

4.6.3 Types de répartitions

Probléme:

On est parti de la question: Comment est—ce que, lors d’expériences de hasard, les probabilités différentes
sont distribuées aux événements différents? Partant du résultat, nous connaissons déja des variables
aléatoires discretes et continues. Mais on peut aussi distinguer les expériences affiliés. Hormis les cas
mixtes, nous distinguons deux classes:

Classes d’expériences:

1. Expériences de conter ~» répartition discrete

2. Expériences de mesurer ~» répartition continue

Exemple 1: Recensement de la population:

Répartition des habitants sur les communes ~ H(X = a) = nombre d’habitants de la commune a.

X =
Ici, la répartition est décrite par une fonction de probabilité # = P(X =a).

Exemple 2: Fonction de poids:

-

Répartition du poids sur des poutres & la coupe transversale égale ~» H(X < x) = [ f(t) dt = nombre
a

de poutres de la longueur z € [a, b].

Ici, la répartition est décrite par une fonction de densité de probabilité f(z):
d([ f(t)dt)
a

o fla) = =t

. f livre un modele pour ’ensemble de base, qui souvent n’est pas exactement



4.6. WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN — FONCTIONS DE REPARTITION 71

connu.

Nous pouvons comparer I’ensemble de base et le modele comme il suit:

Ensemble de base Modele
1. Réalité 1. Théorie
2. Pratique: Répartition de fréquence ou 2.
densité Répartition de probabilité

3. Souvent seulement échantillons
3. Probleéme de qualité du modele (tests)

4.6.4 Répartition discrete

Fonction aléatoire

Pour les variables discretes, les domaines de définition ne doivent pas nécessairement étre finis. Nous
définissons par conséquent:

Définition:
Une variable aléatoire X s’appelle discrete, s’il vaut:
1.
X ne peut atteindre qu'un nombre fini ou infini de fagon
énumérable de valeurs x; avec P(X = ;) # 0.
2.
{z; | P(X = z;) # 0} n’a pas de points d’accumulation
(limite).
Conséquence:

Dans chaque intervalle fini C R il n’y a qu’un nombre fini de x; avec P(X = z;) # 0.

Notations:

Au lieu d’écrire P(X = x;) nous notons brievement P(x;). Les valeurs = avec P(x) # 0 soient nu-
merotées: 1, T, T3, ... Pour les probabilités appartenantes & x1, X2, T3, ... nous notons aussi brievement:
P(X =a;) := P(x;) :==pi.

Définition:

X=z i
autrement

oo = { b

s’appelle fonction de probabilité de la variable aléatoire X
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Remarque:
Le graphe d’une telle fonction de probabilité consiste en points

isolés. Souvent cette représentation graphique donne une impres-
sion peu claire et par conséquent on la remplace par un diagramme
de baton.

Exemple: Dé:

0.2
0. 175 e o o o o o 0.15
0.15 0.125
0.125 01
0.1 0. 075
0.075
0.05
0.05
0.025 0.025
3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 1 2

Il est bien clair que la fonction aléatoire détermine compleétement la fonction de répartition ou la
répartition de la variable aléatoire X.

Théoréme:

LY fla) =1

2. Pa<X<b)= > flz)= > i

a<z;<b a<z;<b

Exemple:
Déterminer la fonction aléatoire (graphe, tableau des valeurs) pour l’expérience de hasard ”jouer aux dés
avec deux dés”.

Tableau des valeurs:

x 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
F®) 35 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Graphe:

0.15

0.125

0.1

0. 075

0.05

0. 025

!72170 b717071I2

Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire d’une expérience de hasard. Soit P(X < z) donc défini, € R quelconque.
Soit I = {X | X <z}. Ainsi nous écrivons brievement: P(X < x) = P(I). De la page ?? on sait qu’ainsi
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la fonction aléatoire de la variable aléatoire X est définie par F(x) := P(X < x) pour tous les z € R.
Exemple: Jeter une fois une monnaie. X = X ({nombre de faces (tétes) réalisées}).
On trouve: P(X=0)=P(X=1)=0.5.

l.z2<0~ P(X<0)=0 = F(z)=0, <0

2. 2=0~ P(X=0)=05 = F(0)=Px<0) =05

3. 2€(0,1)~ ... = F(x)=0.5, z€(0,1)

4. 2=1~ PX<1)=P(X<1)+P(X=1)=P(X=0+P(X=1)=05+05=1

5. 2>1~ ... = Pla)=1, 2>1
Résultat:
O<zx | 0<zx<l | 1<
F(x) 0 0.5 1
Diagrammes:
f(x) F(x) Fix)
0.5 1 T 1 p—
0.4 0.8 0.8
0.3 0.6 0.6
S
0.2 Q.4 Q
0.1 0.2 Q
-0.2 ' 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 =0.5 J.5 1 1.5 2 =0.5 N 0.5 1 1.5

Probléeme: Donné: X € (a,b]~ a<X <b

Question:

Comment est—ce qu’on peut calculer la probabilité P(a < X < b) de F(z)?
Solution:
{X | X<alU{X |a<X<b}={X|X<b} = PX<a)+Pla<X<b)=P(X <)

P(X<a)=F(a), P(X<b)=F0) = {X|X<b} = Fla)+Pla<X <b)=F(@)

Donc si la répartition est discréte, on peut calculer la fonction aléatoire de la fonction de répartition.
Nous conaissons le théoréme suivant depuis en haut (page 70):
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Théoreme: Hyp.:

Répartition discrete

The.:
Pla< X <b)=F()— F(a)

Soit x1 <o <.

o <ap<x

De la page 72 nous savons:

Pla<X<b)= > flx)= > pi flw)=pi~ Fla)=P(X<z)= 3 flz:))= > pi~

a<z;<b a<z;<b z; <® z; <®

Théoreme: Fz)= Y flxs))= > pi

Exemple:
X = X({Nombre de points en jouant avec un dé.})

F(x) est moins compréhensible que f(x), mais F' possede des avantages pour I'application.

1
On trouve: P(X:l):P(X:2):...:P(X:G):E.
~ Résultat:
T <l | 1<z<2|2<z<3|3<z<4|4<z<b|b<zr<6|6<Zzx
1 2 1 3 1 P! 2 5 6
F — - = — - = — - = — — —:1
@] 9 6 6_3 62 6_3 6 6
Diagrammes:
fix) F(x)
1
0.15
0.125 0.8
0.1 0.6
0.075 0.4
0.05
0.025 0.2
- 12 3 4 5 6 = 2 a 6 8
. 1 1 1

Remarque:
Une fonction comme F(z) dans I'exemple susdit s’appelle fonc-
tion en escalier (& palier ). Elle a des sauts & places discrétes
(valeurs z; possibles de la variable aléatoire X), entre ces places
elle est constante. Les sauts résultent de la valeur p(z) # 0. On
peut construiere les fonction en escalier a I’aide de la ”fonction de
saut” h(z)(voir fonction 6 de Dirac, voir analyse):
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Théoréme:

sgn(x) + 1

F(z)= Zh(x —ak) - plag), pleg) #0, k=1,...,n, h(x) = sgn( )

k=1

)

4.6.5 Répartition continue
Le probléme de la fonction aléatoire

Pour nos besoins nous définissons:

Définition:
Une variable aléatoire X s’appelle continue dans un intervalle
I, si toutes les valeurs de I peuvent étre réalisées.

Probléme:
Est-ce que pour une variable aléatoire continue P(X = z;) a un sens?

Le probleme est que dans ce cas il y a un nombre infini de valeurs z; € I qui peuvent étre réalisées.
Comme dans le cas discret la somme de la probabilité est 1, logiquement et par conséquent aussi dans
ce cas pour la plupart des z; il vaut P(X = ;) = 0 . Ca signifie que ces valeurs réalisées par contre
ne sont pas réalisées. Ainsi nous arrivons & une contradiction. Par conséquent, dans ce cadre il n’est pas
raisonnable, de demander la probabilité P(X = x;) ni par conséquent une fonction de probabilité. Nous
demandons donc plutdt la probabilité pour les intervalles, par exemple P(a < X < b) = 7 Ceci n’est pas
un probléme si une fonction de probabilité est donnée.

Situation au cas discret

Soit donc: F(z)=P(X <)

Dans le cas discret il est:
Fl)=P(X <z)= > f(z), z;: x1 <wza<a3<...

x; <x

Comme les valeurs discretes x; sont ordonnées, il existe une liaison bijective entre la valeur z; et 'index
i
p: x— p(a) =1

11 existe donc aussi ¢~ =1 :

Y(i) =z
Soit ¢(z;) =7, ¢(j) =2; = F(z;)= X f(xi):w( )Zw( )f(w(i)) =
z;<x; 1)< (j
= ¥ o= X f@-1= ¥ f@-G+1-i)= > fi)-Ai
$(8) < (4) (1) <ep(4) W (8) <1 (5) T $(8) < (4)

f(@)-Ai ala signification d’une aire d'un rectangle. F'(x) a donc la signification d’une aire sous une courbe
en escalier. Cette signification d’une aire garde sa valabilité aussi pour le cas continu.
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Densité de probabilité

11 est donc bien clair que dans le cas continu, on peut définir F'(x) = P(X < x) comme mesure de surface

sous une courbe.
dF
dz

F(x) = P(X <) = / fat)det = f(x)

dF .
Ici, f(z) = —— ne peut plus avoir la signification d’une probabilité, car toutes les probabilités doivent

donner la somme 1. C’est pourquoi on parle ici d’'une densité de probabilité.
~ Pla<xz<b)=F(@)— F(a)

Diagrammes:

fix)

P{a<X<=h)

Exemple: Jouer a la roulette:

0<X <27

X := angle entre 'aiguille et une direction fixe.

Roulette utilisable ~ P(X <z) = 2i
T
0 <0
T
F = — O<xz<2
= F(x) T <27
1 2t <x 1
flx) = F'(z) = f@) = 4 25 €0
0 x e (0,27
Diagrammes:
fix)=P{X<=x) fix)
1 . 0.15
0.125
0.8 0.1
0.075
0.05
0-8 0.025 2 Pi
0.4 25 2.5 5 7.5 10 *
0.2 f(z)
2 pi
—2 2 a I3 g =
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Remarque: Nous appelons une distribution comme on la voit dans le dernier ex-
emple distribution rectangulaire ou distribution uniforme.

Indication:

Il faut bien considérer ’analogie entre la distribution de la masse dans la physique et la distribution
aléatoire. Les masses ponctuelles correspondent a la probabilité dans le cas discret.

4.7 Mesures de répartition

4.7.1 Considérations générales

Probléme: Comment peut—on vite comparer deux distributions?

Comparaison qualitative de f(z), F(z) ou des graphiques (quantités infinies!).

2. Comparaison quantitative de mesures caractéristiques: La moyenne u, variance o2, écart type
(quadratique moyen) (déviation standard) o, dissymétrie ~ etc..

4.7.2  Valeur moyennne

1. Cas discret:

Comparaison avec la physique: Par le ”centre d’une distribution de masses”, nous comprenons
le centre de gravité. Si I’on consideére des distributions de fréquence statistiques a la place de
distributions aléatoires, la moyenne arithmétique (ou brievement la moyenne) prend la place de la
distribution de masse. Quant & une distribution aléatoire, c’est donc aussi la valeur moyenne qui
remplace le centre de gravité. Il vaut:

_ _ i 1 7 ~
T-m=>Ti-m; = T=, = o xzzg pi-xizzg () - @
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
On peut trouver le cas n € N ou n = co.
C’est pourquoi nous définissons:
Définition: Valeur moyenne: p:=5 f(x;) ;-1
i

Conséquence:

(a) i€{1,2,....n}, flz:)=p;i = M:ilpi.xi
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Exemple:
0.15
0.125 X = nombre de points en jouant
0.1 avec un dé.
0. 075
0.05
0. 025
nmu
1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 & 1
f(xi)ZE r;=1,2,3,...,6 = 1-6+2-6+...+6-6:6-22:6-21=3.5.

2. Transscription de 1’idée pour le cas discontinu:

Soit ;=i = Azx;=(i+1)—i=1 =

p= ZG: f@i) @i = ZG: flzi) @i 1= ZG: flx:) -zi-Awy — [ f(z) - de

C’est pourquoi nous définissons analogiquement au centre de gravité de la physique:

Définition: Valeur moyenne:
oo
pi= [ flz) -z dz
—0o0

4.7.3 Valeur d “espérance

Exemple:

Les deux joueurs A et B jouent comme il suit: Avant le jeu A paie a B le montant = profit moyen
attendu au jeu. Alors, A peut jouer aux dés pendant que B paie le gain apres le schéma suivant: Au
résultat 1 ou 2, A regoit de B sfr. 10. -, au résultat 3 ou 4, A recoit de B sfr. 20. -, au résultat 5, A recoit
de B sfr. 40. -, au résultat 6, A recoit de B sfr. 80. Quelle est le profit moyen?

- 1 1 1 1 1 1 -
~ Gz10-6+1O-6—1—20-6—1-20-64-40-64-80-6=30 oder ou6-G =10+10+20+4+20440+80

Dans cet exemple, nous constatons consécutivement un classement de la sorte suivante:

X |1 2 3 4 5 6

X ——g(X)  resp. m; > g(x:) g(X) [10 10 20 20 40 80

X est variable aléatoire indépendante, g(X) est variable aléatoire dépendante.
Conséquence:

g(X) est aussi variable aléatoire.
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Pour calculer le gain moyen attendu (I’espérance mathématique), nous devons remplacer par
conséquent x; par g(x;), c.-a.-d. nous remplagons z; - f(x;) par g(x;) - f(x;). La, f(x;) est la probabilité
appartenant a g(x;).

Nous définissons donc tout a fait analogiquement a l'espérance mathématique moyenne I’espérance
(valeur d’espérance, valeur attendue) F(g(X)) pour la fonction d’espérance g(X). Analogique-
ment a la définition de p nous fixons:

Définition:
1. Cas discret: E(¢(X)) := Zg(x,-) fx) 1= Zg(x,-) fx) - Az

2. Cas continu: E(g(X)) := _70 g(x) - f(x)dx

Remarque:
Au lieu de dire valeur d “espérance, nous disons souvent aussi
valeur d “espérance mathématique ou bien brievement valeur
moyenne.

Conséquence: ¢(z) =2 = E(g(z)) = E(x) =i

Spécialement;: (Cas discret)

g9(z1) f(x1) )
L E(g(X)) = 2 g(ws) - fle) = (| ; Co ) =(g(=), fl2))

2. g(zi) =z N fla;) =p;i = E(X)::Zn:p,--xi:u

1 1 <
3. i) =x; N i:i:—éEX = — P =
gles) =2 A flai) =pi=— (X) nzx I

A cause de la linéarité de la somme et de I'intégrale il vaut:

Théoreme: Hyp.:

The.:

4.7.4 Distribution symétrique

Définition:
Une distribution s’appelle symétrique par rapport a c, s’il est:
Verzen, : fle+x) = f(c—m)
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Pour des raisons bien visibles, il vaut pour une distribution symétrique:

Théoreme: Hyp.:

f symétrique par rapport a c

The.:

Exemple:

4.7.5 Variance, écart-type

Au lieu de s’intéresser a la valeur d “espérance de x resp. de x;, nous considérons la valeur d’espérance
de Vécart carré de p de x resp. x;. (Attention: La valeur d“espérance de I’écart linéaire donne toujours
0. Cette quantité par conséquent n’a pas de sens.)

1. Cas discret:

Définition: Variance (dispersion)

0% = > (i —M)Q'f(xi) -1

7

2. Cas continu:

Comme a la valeur d’espérance aussi dans le cas continu la somme devient une intégrale.

Définition: Variance (dispersion)
(o)
o = [ (zi—p)?*- flz;)de
—00

3. Définition:
o = Vo2 g'appelle écart type (étalon, quadratique
moyen), écart—type ou déviation normale
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Remarque:

Conséquence:

Spécialement:

o? est, comme mentionné, la moyenne de 1’écart carré de . Comme
la moyenne de carrés, o? appartient par conséquent aussi qualita-
tivement a la classe des carrés. o est donc par conséquent aussi
une mesure pour le montant de I’écart moyen de u, qui appartient
par conséquent qualitativement encore a la classe des valeurs non-
carrées et originales. o ou bien aussi o sont parfois qualifiés de
dispersion.

9(X) = (X —p)® = E(g(X)) =E(X —p)?) =0

(Cas discret)

i€{1a2a"'an}a g(xi):xia f(xi):pi
= 0% = E(X —p)’) = B(X* = 2X pt %) = B(X?) = B2 X p)) + E(u*) = E(X?) =2 E(X) +p* E(1)

= BOC) =2k i 5 Y1 = BX) =207 + i o= B(X) — 1 = B(X) — (BX))?

Corollaire: i€{1,2,...,n}, g(x;) =z, f(z:i)=p;
= o’ = B((X - p)?) = B(X?) - (B(X))?
Exemple:
X = ”Nombre de faces” en jettant une monnaie une fois.
1 1
X=0~ P(X:O):§ X=1~ P(X:l):§
= 0 1+1 L_1
R R R
1 1 1 1 1 1
2 (00— ). 2 (1—2)2. 2= (2.2 vt 1
S ot = (03P s (-5 s = (P 5+ (G5 =
1 1
= g=4/-=— 0,1
=1~ 2¢00
Conséquence:

oe€{. .., x;...} nest pas toujours le cas.

4.7.6 Moments d’une distribution

Les grandeurs comme la moyenne et la variance s’appellent généralement des moments de la distribution

de la variable aléatoire X avec la fonction aléatoire f(X).
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Définition:
La valeur d’espérence suivante s’appelle k—éme moment de la
distribution:
1. Cas discret:
my = B(X*) = S af - f(z:)
K3
my,g = E(g(X)*) =30 g(xi)* - f(xi)
K3
2. Cas continu:
[ee]
my = B(X*) = [ 2% f(z)dz
—0o0
[ee]
Mmig = E(g(X)*) = [ g(x)*- f(z)dx
—0o0
1 ) L
Idée: Y =X-— i) == — EYk: AN oo R r
ée p fzi)=p=— = EQ") ; - n;(xz 1)
~»  Mécanique!
Exemple:
Valeur moyenne: p=EX)=EX"Y =2} flx;) =Y 2 f(z;)
i i
Variance: 0?2 =E(X —p)?) =S (x; — u)? - f(z;)
i
Théoréme:
L B(X?) =0+ p* = E((X - E(X))?) + (E(X))?
2. B(X — p)’) = BE(X?) = 3p E(X?) +24°
Preuve:
Loo? =3 (s —p)? flo) = X af - flxi) —2p Xwi- fl) +p® - 2 flw) = B(X?) = 2pp+p® -1
K3 K3 K3 K3
= B(X?) —p®
2. Excercice.
Conséquence:
Il en résulte une fagon simple de calculer la variance:
Formule: 0? = EB(X?) -2 =E(X?) — (BE(X))?, E(X?) =Y 22 f(x;)

Facon d’ écrire: Souvent on trouve aussi:

Stalpi discr.
i

pn = BXT) = 70 2" f(x)dx cont.

—00
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~» Formule: o“ =2 —

De la linéarité de la somme et l'intégrale on déduit:

Théoréme: Ela, X"+ an 1 X" 1+ ... +a1 X +ag) = a, E(X") + an_1 E(X" 1) +
..+a1E(X)+a0:anun—i—an_lun_l—i—...—l—alul+a0

A Taide de cette formule on déduit:

E(aX—l—b):aE( )—i—b:u(aX—i—b):au(X)—i-b:
(c(aX+b)?=E(aX+b—pu(aX+0)*)=E(aX+b)?>—-2(aX+b)(ulaX +b))+ (ua X +0))?)
2

E(a? X2+2aXb+b2—2(aX+b( w(X)+b) + (ap(X)+b)?) =
E@?X?24+2aXb+b%—2a? X pu(X) — aXb—Qbau(X)—QbQ—l—a u(X)? +2au(X)b+bQ)=
B(a® X? = 2a* X p(X) + a® p(X)?) = E(a* (X — p(X))?) = ® B(X — u(X))?) = a®0* ~

Théoreme: (0(a X +b))? =a0(X)?
oder ou Var(aX +b) =a?Var(X)

Le théoreme ci—dessus permet parfois une simplification du calcul de la variance.

Corollaire: (o(b))? =Var(b) =0

On peut vérifier tout de suite par le calcul:

Théoréme: Hyp.:
Pour X on a la moyenne p et la variance o2.
X—p

g

7 =

The.:

Pour Z on a la moyenne 0 et la variance 1.

Quant a la preuve:

(B(X) ~ B(w) =~ (= BO) =~ - (u—p 1) =0
P.82: E(X?) =02+ 2 = 0(2)? = BE(Z%) — w(Z?%) = E(Z%) = E(% (X2 —2X p+p?)

= = (B(X?) =2B(X) p+ %) = %'(E(XQ)—MQ)Z %'(02+u2—u2)=1

Suivant le théoréme ci-dessus nous définissons:
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Définition:

7 =

H s’appelle forme standard de X.

4.7.7 Dissymétrie d’une distribution

1
Définition: Soit vy = P E(X —p)?)

v s’appelle dissymétrie de la distribution.

Remarque:
La dissymétrie est une mesure pour le manque de symétrie de la
distribution.
0. 35
0 z <0
0.3 flx) = { —
0.25 z-e " >0
0.2
0.15 s
~ [ flz)de =1, y="7
0.1 %
0.05
2 4 6

A Taide de 'intégration partielle nous recevons:

(o0} (oo}
p=EX)=[z-e® zde= [2? e Tdx=2, E(X?) =6, E(X3) =24

0 0
= BE(X—p)?)=24-3-2-6+2-22=4, 02 =FE(X?*) - (E(X))?=6-22=2

1 5 1

4.7.8 Autres caractéristiques
Coefficient de variation
Le coefficient de variation ou coefficient de variabilité v d’une variable aléatoire X avec u # 0 est

défini comme il suit:

Définition: V=

=19

Médian, mode

Médian et mode sont des mesures pour la position du graphe d’une fonction. Ils concernent en particulier
la statistique descriptive. (Voir 2.)

Définition:
Le médian d’un ensemble de nombres qui sont ordonnés selon la
grandeur, est la valeur du milieu ou la moyenne arithmétique des
deux valeurs du milieu de la suite rangée des données.
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Si les données ont été groupées en classes, la définition doit étre adaptée a cette situation, voir. lit.

Quantiles, fractiles

Soit donné une variable aléatoire continue X avec une fonction de densité f et une fonction de
distribution F'. Soit 0 < ¢ < 1.

Définition:
xq € R s’appelle quantile inférieur de ’ordre ¢ (quantile ¢),
il vaut: F(zy) = P(X <xzy) =¢
Pareillement pour le quantile supérieur.

Conséquence:

Le quantile de 'ordre ¢ = 0.5 est exactement le médian.

Voici des quantiles spéciaux: Les quartiles
(Q1 = x0.25, Q3 = xo.75), les quintiles, les
deciles ou les centiles (P, Pyg) etc..

Remarque:
La distance des quartiles Q3 — Q1 = zo.75 —xo.25 €st une mesure
de dispersion. De méme la distance des centiles Pyg — P1g. Souvent
on utilise aussi la demi—distance des quartiles

Q33—
C="5

Exces, kurtosis, courbure, convexité

P.ex. le kurtosis k est une mesure pour la pente d’une distribution.

Définition: kurtosis;
K== , P voir en haut
Pyo — Pio (@ )
Coeﬁ;lncient de moments du kurtosis:
a4 = W (mk = E(Xk)

2

Autres moyennes

Pour les autres moyennes comme les moyennes harmoniques ou géométriques ainsi que relations
empiriques voir lit..
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4.7.9 Fonction charactéristique génératrice de moments

En travaillant avec la définition suivante, on comprend la raison pour laquelle on 'utilise:

Définition:
La valeur espérée FE(e!®) de e'” s’appelle fonction char-
actéristique génératrice de moments G(¢).

Nous calculons G(t) pour des fonctions quelconques f(z):
Cas discret: G(t) = E(etX) = et - f(x;)

Pour la k—eme dérivée d’apres ¢ nous obtenons:

LEO _ o) = Y at- et fa)

%

Cas continu: G(t) = E(e!*) = [ €' f(x)dx

d* G(t
dtk()—ng)(t): /xk et f(z)dw
Théoréme: ~ Truc:

Sy eh e f(ay) szf'f(xi)

70 gk 0. f(x)de = [ 2% f(z)dx

—00

t=0 = GW(0)=EB(X") =

Spécialement:

k=1 = G}(0)=E(X')=E(X)=pu~  Valeur moyenne
= o?=E(X?) —p?=G/(0) - G,(0)> ~  Variance
Remarque:

La fonction génératrice de moments nous sera utile dans le chapitre prochain au sujet de la distribution
de Bernoulli.

4.7.10 Transf. de Laplace et en z

Le lecteur qui connait les mathématiques d’ingénieur remarque que la fonction génératrice de moments
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G(t) évidemment & faire avec les transformations de Laplace resp. les transformations en z. Le rapport
est expliqué plus exactement plus tard parce qu’il n’est pas indispensable en ce moment. On acquiert les
connaissances de la transformation de Laplace et de la transformation en z dans I’analyse supérieure, voir
lit. Suite mathématiques, Wirz, Bibl. A16.

4.8 Distributions discretes spéciales

4.8.1 Distribution de Bernoulli

Situation et expérience indépendante

Probléme:

Nous étudions le nombre de réalisations d’'un certain événement A qui soit exécuté répétitivement
pendant une expérience aléatoire dont les événements sont indépendants et ont la méme probabilité. Soit
A p.ex. la réalisation d’un 2 en jouant aux dés avec un dé, le dé sera lancé plusieurs fois. L’événement
considéré peut étre réalisé ou ne pas étre réalisé. La variable aléatoire X nécessaire peut donc atteindre
seulement deux valeurs: 0 et 1.

Soit X =0 si A n’est pas réalisé et X = 1 si A est réalisé.

Soit p = probabilité que A soit réalisé.
q = 1 — p = probabilité que A ne soit pas réalisé.

X = Variable aléatoire: Nombre de réalisations de A.

Conclusion:
Probabilité de succes a 'expérience sans répétition:

P(X=0)=gq, f(0)=¢q
P(X=1)=p, f(1)=p
x¢{0,1} = f(x)=0

Ce fait peut étre écrit brievement dans une seule formule:

Conséquence: Lors d’une expérience unique il vaut:
T 1—x
_ p¥ - q x € {0,1}
fey = {0 r¢{0,1}
Définition: L’expérience qu’on vient de décrire s’appelle souvent expérience

de Bernoulli.

Expérience exécutée multiplement

Si I'expérience est répétée n—fois le succes peut arriver 0, 1, 2, ...ou n fois. Succes veut dire que A est
réalisé. X peut donc prendre les valeurs 0, 1, 2, ...ou n.
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L’événement A soit réalisé x fois a n répétitions de l'expérience. Comme les expériences partielles
sont identiques et par conséquent indépendantes, la probabilité de 1’événement total est le produit des
probabilités des événements partiels:

Conséquence:
La formule pour n = 1 est donc encore valable.

Au méme nombre total, le succes peut étre réalisé de manieres différentes par les événements partiels. On
obtient le nombre de possibilités de la réponse a la question suivante: De combien de manieres différentes
est—ce qu’on pout choisir x éléments parmi n éléments sans répétition. Ca nous mene par conséquent a
une combinaison sans répétition:

n n!
Possibilités: = —
x x!(n—x)!
Exemple:
Lors de 3 expériences un événement doit se réaliser 2 fois. Combien de possibilités est-ce qu’il y a? — Le

succes peut se réaliser (a) lors des 1. et 2. expériences ou (b) lors des 1. et 3. expériences ou (c) lors des

3
2. et 3. expériences. Il y a donc |{(a), (b), (¢)}| =3 = <2> possibilités.

Théoreme: Hyp.:
Expérience de Bernoulli avec n répétitions
The.:
n
ﬂ@ZPQ¥”ﬂ=<>ﬁW“’
x
Définition:
n
La distribution donnée par f(x) = ( > ptq" ™" avec les
x

parametres n € N et p € (0,1) s’appelle distribution de
Bernoulli oder distribution binomiale Bi(n, p).

n n n
Corollaire: 1= PX=2)=)Y <x> P
a0

T x=0

Remarque:
De p+ g =1 a n répétitions indépendantes on déduit aussi:

n
n
(p+q) > @)pq

x=0

4.8.2 Lois pour la distribution de Bernoulli

La fonction de distribution est obtenue de fagon simple en prenant la somme:
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Corollaire: F(z)= > (
k<x

. n n!
En outre il vaut: [
x z!- (n—x)!

On en déduit: " _nmr o
r+1 r+1 T

Ca nous donne une formule de récurrence:

Corollaire: f(x-l-l):(z_;gf)'g'f(x)

Exemple:

On prépare une livraison avec N vis. M piéces sont inutilisables (rebut). La livraison est examinée
par le client. Il en tire n fois une vis et la remet. Quelle est la chance que le client trouve x vis inutilisables?

Il est bien visible qu’il s’agit d’une expérience de Bernoulli. La chance de trouver du rebut en tirant une

seule fois est p = —.
P=N

Pour calculer la moyenne et la variance nous utilisons la fonction génératrice de moments:

G(t) = B(e!) = Vet o - fla)) = 3. et (Z) ey (”) (prel) g = (pe et +q)"

z=0 \&¥
= Gt)=n-(p-e+q" " p-e

G"(t) = n-(n—1)-(p-e'4+q)" 2-p*-e*'4n-(p-e'+q)"'-p-e' = n-p-e’- (p-e'+q)" - (n—1)-p-e'+(p-e'+q))
n—2 n—
=enp(etp+q)" " (enp+q) = E(X?)=G"0)=npp+q)" > (np+q)=n-pnp+q)
——
=1

= = G(0) =n-p. 07 = G"(0) ~ 4 = B(X)  (B(X))* =n? - p +m-p-g—n?-pP =n-p-g

Théoreme: Hyp.:
Distribution de Bernoulli
The.:
p=n-p
o> =n-p-q

Exemple:
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Jeu de cartes, 32 cartes avec 4 as. L’expérience: Tierer 6 fois une carte et la remettre (expérience de

Bernoulli). Evénement A: Tirer au moins 3 as.

~»  Expérience indépendante: p = 32

~ A:3,4,5 0u 6 fois un as.
Bref: A=1{3,4,5,6}={3}u{4}u{5} U {6}

6 5, (6 4 4 6n
= PUA) = PU3) + PUAY + PSH + PUGH = T P = 3 () ()" (1= 350+ ~ 005
Pour comparaison: p = 2 =0.74, 0% = g—; ~ 0.656, o=~ 0.81

4.8.3 Distribution de Poisson
Fonction de distribution

Probléme:

On cherche une distribution qui d’une part approche relativement bien la distribution de Bernoulli pour
les grands n et des petits p et qui d’autre part est commode pour des manipulations mathématiques. Ce

qu’on veut est effectué par la distribution de Poisson.

Idée: Fiir die Bernoulliverteilung gilt: Pour la distribution de Bernoulli il vaut: nw=n-

xT
- e e L L L (O

ﬁa
n N oon-n=1)-...-(n—x+1) p* 1 ey
= = pT g T = (1 =5Yr (1 =5y =
s = (1) - Loty
n-n—=1)-...-(n—x+1) TN
= " (1--)
n n
Soit maintenant n — oo et p — 0 de facon qu’il vaut u =n-p = lim a2
n—oo, p—
n-n—1)-...-(n—xz+1) n n-1 n—x+1 n—oo, zkn

. % —f\, n—occ  _ [ 100, u<En
En outre il vaut: (1 —=)"=(1+ —)" — e * (1-=)"———1
n n

Nous obtenons donc en somme le résultat suivant (Théoréme limite de Poisson):

Théoreme: Hyp.:
p=n-p= lim n-p
n—oo, p—0
The.:
nooey TSR M
f(@) o €
//[/"L‘
Définition: fl@)== e* *1
!
s’appelle distribution de Poisson Po(u)
uw

Conséquence: x>0 = F(x)=e *.
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Remarque:
Comme par conséquent de p — 0 les probabilités des évenements
examinés peuvent étres tres petites, on parle aussi d’événements
rares.

Moments

Glt) = St fa) = Seme ™ P = (1) = e = GU0) =i Ok
i i L

Par ce calcul on n’a rien gagné pour la pratique. Pour avancer, nous nous souvenons que la distribution
de Poisson est une approximation de la distribution binomiale pour z < < n et n — oco. Par conséquent
nous pouvons prendre la moyenne des fréquences relatives et observées dans la pratique pour la moyenne
1 si les conditions données sont satisfaites et et s’il s’agit d’une expérience de Bernoulli.

1 J
~ R n an " Tk
k=1
G”(t) _ e—u+e‘ ;H—tu (1 +et M) = G”(O) — M(l +M) — g2 +M2 = g2 = MQ, o=p

1 1
Analogiquement on calcule: = P E((X —p)?) = —

NG

Théoreme: Hyp.:
Distribution de Poisson
The.:
1 J
p~ = ng - Tk
n
k=1
o =p? o=p
1
v=—
Vi
Exemple:

Quelle est la probabilité qu’a une école avec n = 1000 étudiants il y a au moins k£ = 1 étudiants qui ont
leur anniversaire le ler mai?

Expérience de Bernoulli:

1 365 — 1
p=gg> m= 1000, PX>1)=1-PX<1)=1-P(X=0)=1- (W)IOOO ~ 0.935654.
Approximaiton de Poisson:

DU 1000 A
P(X=k~ig e A=np=—, PX>1)=1-PX<)=1-PX=0)~1-1F5 ¢

0!
~ 0.935412.

4.8.4 Distribution de Pascal

L’expérience consiste de nouveau en expériences partielles et indépendantes. Soit p par contre a
I'expérience de Bernoulli la probabilité donnée d’un échec dans I'expérience de base. 1 — p est donc par
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conséquent la probabilité pour le succes. k soit le parametre des succes jusqu’au r—eme échec (ne pas
réussir). X varie sur {k;}. (1 — p)* prend maintenant la place de p® dans la distribution de Bernoulli,
p" prend la place de (1 — p)"® (r = n—a = n— k). (On choisit k possibilités dans un ensemble de
r + k — 1 possibilités, parce que lors de ’expérience on a r échecs sans le dernier qui vient toujours a
la derniere place et termine donc l’expérience, ce qui n’augmente pas les possibilités du choix. k est le
nombre de succes.) La solution du probléme de choix méne donc a la formule suivante:

Formule: X = nombre d’expérience indépendantes jusqu’ & ne pas réussir pour le
r—eme fois, ¢ = probabilité de succes (p: échec), n :=k + r.

r+k—1

an::pk:P(X:k:):< i

>.p7“.(1_p)k, k=0,1,..., P(X=n)= (:f:i),pr,(l_p)n_r

Comme ici I’échec détermine p, la définition suivante devient compréhensible:
Définition:

r >0, 0<p<1l~ nBg sappelle distribution binomiale
négative.

Définition:
Pour » € N la distribution nByj s’appelle aussi distribution de
Pascal Pa(r,p).

On trouve des applications dans la théorie du dégat.

Calculer directement g et ¢? & la main est un peu fatigant. Par la méthode appliqueé lors de la
distribution binomiale et p.ex. Mathematica on trouve vite le résultat désiré. On trouve:

Théoréme: w=r-——,o" =r- =

Remarque: i< o?~s  distribution binomiale négative
> 0%~ distribution binomiale
w=0%~s  distribution de Poisson

Pour r = 1 on obtient la distribution géométrique.

Conséquence:
L’estimation de g et o2 d’un échantillon, on obtient une indication pour déterminer le type de la
distribution.

Pour calculer les probabilités, on peut tout de suite déduire une formule de récurrence:

r+k
F 1: = p" [ — 1_ .
ormule Po =D, Pk+1 k,+1( p) - Pk

Exemple:
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Donnée: Une machine qui est utilisée en moyenne tous les 4semaines (20 journées de travail). Apres une
utilisation, on fait une révision du moteur qui dure 3 jours. Probabilité qu’elle sera utilisée exactement le
1. jour (r =1, k=0) ou exactement au 2. jour (r =1, k=1) ou exactement au 3. jour (r =1, k=2)
pendant la révision?

1
~ =g a=1-p, P(X=k)=

~ P(X =0)=0.05, P(X =1)=0.0475, P(X = 2) = 0.0428688.

4.8.5 Distribution géométrique

Définition:
La distribution géométrique est le cas spécial de la distribution
de Pascal pour r = 1.

Il vaut donc:

Théoreme: Hyp.:
Distribution géométrique

The.:
k=P X=k)=p-(1-pF=(01-¢q) ¢ keN, 0<p<1

p = 1—q est la probabilité d’un échec, ¢ = 1 — p la probabilité d’un succes et X donne le nombre aléatoire
de succes jusqu’au premier échec. Les expériences partielles sont indépendantes. k soit le parametre des
sucees jusqu’au l-er échec (k+1).

1 —¢gitt

k+1

PIXSH) = PX =00+, +P(X =) = X (1=0) ¢’ = (1) 3 o' = (1-9 —1-g

7=0 1_(]

Théoréme: P(X <k)=1-¢"*!' ~  Suite géométrique!

On obtient les moments a ’aide de la distribution de Pascal pour r = 1:

Théoréme: w=—-, o = =

Remarque:
La distribution géométrique (& cause de la suite géométrique)
prend la place de la distribution exponentielle aux distiributions
discretes.

Exemple:

Donnée: Une machine qui est utilisée en moyenne tous les 4semaines (20 journées de travail). Maintenant
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on vient de I'utiliser. Probabilité qu’elle sera utilisée dans les prochains 10 jours?

L 005, p=20-1=% == =P 005, p=1-¢=2 =005
P=o0 = 17 T1og U7 WE A TIT g T

1

PX<9)=1-P(X>10)=1— (=

20)9+1 =1-0.95'"" ~ 0.401263.

4.8.6 Distribution hypergéométrique

Par contre a la distibution de Bernoulli, a la distribution hypergéométrique les expériences ne
sont pas indépendantes. Dans le modele de la distibution de Bernoulli, nous tirons un élément qui
tout de suite apres est remis a sa place originale. Dans le modele de la distribution hypergéométrique
par contre nous tirons sans remettre 1’élément. Par conséquent p change ici d’une expérience a ’autre.

Expérience modéle:

Modeéle:

Donné: Récipient qui contient [N éléments.
M éléments sont défectueux.

On tire n éléments sans les remettre.

r parmis les n éléments sont défectueux.
Probléme:

Probabilité d’obtenir x éléments défectueux si on tire n éléments?

M N-M
g = cas favorables: Choisir z parmi M et au méme temps n—x parmi N — M.~ g = ( . > . ( - >

orees
8

A Texpérience modele décrit, la distribution hy-
pergéométrique et donnée par:

(=) (o2)
()

Remarque: La notion ,distribution hypergéométrique“ vient de la , fonction
hypergéométrique”.

N
m = cas possibles: Choisir n parmi N. ~ m = ( >

.9
m

Définition:

flx) =
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Comme on I’a déja exécuté dans d’autres cas, on peut utiliser aussi dans ce cas G(t) pour calculer p et
o2. Le calcul livre:

Théoreme: Hyp.:
Distribution hypergéométrique
The.:
M
—n-—
K N
s n-M-(N—M)-(N—-n)
o =
N2.(N-1)
Remarque:
1.

Si N, M, N — M sont grands et n est petit, la distribution hypergéométrique est une approximation

de la distribution binomiale. ~ p = ~

Si p est petit, n grand et N grand par rapport a n, la distribution hypergéométrique est une
approximation de la distribution de Poisson. ~ pu=n-p

Exemple:

Donné: Une caisse qui contient 500 roulements & billes. L’examen selon le contrat: Retirer 50 (30)
roulements, examiner. Si tous sont en ordre, la livraison est acceptée. Sinon, justement on ne les accepte
pas. D’apres le contract de livraison: Probablement maximal 2 %=10sont de mauvaise qualité. Calculer:
P(k=0).

N =500, k=0, p

<M> (N—M <1o> (500—10)
3 n—k 0 50 — 0
n=>50 = P(X=k=0) 7 o0 0.34516
n 50
<M> (N—M) <1o> (500—10)
n=30 = P(X =k=0)=F n_k 0 =0/ _  535480.

()

= = M =500-0.02 = 10.

4.8.7 Exemple

Exemple:

Expérience: Fusil abloqué, 10 coups sur une cible, probabilité par coup de toucher le but = 0.1. Quelle
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est la probabilité de toucher au moins une fois?

Truc: A : toucher au moins une fois = A: ne pas toucher.
Soit  Ag : Toucher avec un seul coup.

~ P(Ag)=p= o P(A)=1- P(A), P(A)=P(A)'""= PA)=1- P(E)IO ~ 0.651

~ Distribution?

4.9 Distributions continues spéciales

4.9.1 Généralités

f(x) soit une densité de probabilité piece par piece incessante avec Dy = R et F(z) la fonction de

destribution affiliée. Nous allons maintenant discuter des variantes spéciales de f(z).

4.9.2 Distribution rectangulaire

Soit f(x) la fonction de densité d’une variable aléatoire X.

La distribution donnée par X s’appelle distribution rectangulaire, s’il vaut:

Définition:
L <z<bh
f@) — {b_a a<w<
0 r<aV x>b
On calcule:
% b 1 b
Lu=m=EX")= [2' fl@)de=[z- o= 27T
o p b—a 2
o b 1 b 2 b+ b? 24+2ab+b?
9 02=m2—m%Z_LJUQ'f(JC)dJC—MQZJJCQ-H)CZJU—(G; )gza +c13 +0% a”+ Z +
_(b—a)?
12
Théoreme: Hyp.:

Distribution rectangulaire

The.:

Exemple: Voir page 76.
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4.9.3 Distribution normale ou de Gauss

Remarques préliminaires

Historiquement la distribution normale a déja été utilisée par Gauss dans le contexte de la théorie des
erreurs de mesure aléatoires, non—systématiques ou non— méthodiques (courbe des erreurs). Les raisons
suivantes montrent son importance:

Dans la pratique, beaucoup de variables aléatoires sont a peu pres distribuées de fagon normale.
Reste le probleme que, dans la pratique, les grandeurs infinies mesurées n’existent pas pour des
raisons physiques.

Beaucoup de grandeurs mesurées peuvent étre transformées de fagon simple en une distribution
normale ou elles peuvent étre approximiées par une telle distribution.

La distribution normale joue aussi un role aux méthodes de controle statistiques.

La distribution totale de la superposition d’erreurs aléatoires et indépendantes a comme distribution
limite la distribution normale théoréme limite central.

Fonction de distribution

[ee]
De l'analyse on sait: [ et dt = /7
—0o0

Indication quant a la preuve:

R 2 R 2 R 2 R R 2 2
Soit I(R)= [ et dt = (IR)?’= [e®dx- [ eVdy= [ ([ e @t )dr)dy

Au lieu d’intégrer sur le carré [0, R] x [0, R], on peut aussi intégrer en coordonnées polaires sur les cercles
intérieurs et extérieurs qui incluent naturellement le carré. Pour R — oo, on obtient donc la valeur limite

NG

Nous pouvons en déduire:

0 2 oo 42 o0 42 o0 —(t-m)?
[ etdt=yrm = [e= di=V2r = [ex2dt=sV2r = [ e 22 dt=sV27
—00 —00 —00 —o0

< 2
1 —(t=m)
-/e =% di=1, Dy =R
svV2m
— 00
Conclusion:
7 2 1 (t—m)?
1 —(t=m) —(t—m
_— e 2 dt =1 = x) = -e 257 est
svV2m / /() svV2m
— 00

admissible comme fonction de distribution continue.
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1 —(w—m,)Q
e 2-s2

Définition: Soit f(x) := ¢(x;m, s%) =

ﬁ

s
e

Vam

La fonction de densité f(z) définit une distribution normale

ou distribution de Gauss avec les parametres m et s pour la
variable aléatoire X.

N

Soit () := p(x;0,1) =

Fonction de distribution:

1 7 —(t—m)?
F(x) :=®(z;m,s?) = ord / e~ dt
—00

—(X —m)?
Symbole: X € N(m;s?) (~ Z= % € N(0;1))
-8
f On appelle le graphe aussi cloche de Gauss.
Il est symétrique a z =m

r m-s m x

Pour la valeur moyenne il vaut:
1 —(t=m)?

22 dr=m

uw=E(X) ::_70 f(x)-xdxz_}o x - : 27Te

Calculer la variance (p.ex. employer Mathematica):

d2
0? = B(X?) —u?> =G} (0) —pu? = @(/ e’ f(x)d)),_, — p* = s
—00
Théoreme: Hyp.:
X € N(m;s?)
The.:
1. p=m
2. 02 =4?

Définition:
S’ =0et 02 =1, on ala distribution normale standar-disée.
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Remarque:

x
9 1 —(t=m)?
F(x) ::@(x;m,s):s 5= e 22 dt
—o0

Pla<x<b)=F(b)— F(a)

x

1 — ()2
d)(x,O,l):ﬁ e 2 dt

—0o0

99

Courbe platte: o = 1, courbe raide: o = 25.

On ne peut pas calculer la fonction de
répartition F(z) de fagon élémentaire. Pour
arriver quand—meéme a un résultat, on utilise
des calculateurs (error function, Erf) ou des
tableaux. Souvent on trouve ®(z;0,1) dans

des tableaux. A I’aide de ces tableaux on peut

. ) 2y _ (X H
F(x) - q)(x7 H, o ) - q)( trouver (I)(x7 122 02)'

;0,1)
=P(z;0,1)

X —p

~ X €N(uo?) & Z7Z= .

€ N(0;1)

Entre ;1 — o et pu+ o on trouve environ 68% de la surface sous la courbe de f(x), entre p—20 et p+20
on trouve environ 95.5% de la surface et entre u — 30 et u + 30 on trouve environ 99.7% de la surface.

D’autres informations voir:

http://de.wikipedia.org/wiki/Normalverteilung
4.9.4 Théoremes limites de Moivre Laplace
Ces théoremes traitent ’approximation de la répartition de Bernoulli par une distribution normale.

4.9.5 Théoreme limite locale

Donné:

Répartition de Bernoulli

f”(x):( >p“q”‘*«» p=n-p, c’=n-p-q, q=1—p, 0<p<1
X

Distribution normale
2

1 _z2
f(x):\/me 2, p=n-p, O'QZTL'p'q,q:l—p,Z:

B er

g

Nous voulons prouver, que pour des z "petits” f,(x) converge de fagon uniforme vers f(z) pour tous les
 dans un intervalle quelconque et fini.


http://de.wikipedia.org/wiki/Normalverteilung
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Théoreme: Hyp.:
Comme décrit
The.:
fn(@) ~ f(2)
Symbole: 7~ lire égale de fagon asymptotique

Preuve:

Nous utilisons la formule de Stirling (page 32):
k k
o K A V2rR(S)F, Kl =V2rk - (S)F TR, 0< B < 1
e e

La preuve de cette formule est une affaire étendue, voir p.ex. Amann u. Escher, Analysis IT (Bibl.: A2)
ou van der Waerden Bibl. A13.

!
~ fala)= (") P = e T =
x xl-(n—x)!
n By 1 T _, oy 1 (n—x) SR G N -
27'('77/. —_\n .eizn . (=TT e 12w . . —(TL—J,) e 12(n—=z) . z, N —
(6) 2mx (6) V2m(n —x) e ) pd
2mn n., €., € \(n-z) Em o _® DO
— — . .ei2n . 12z . 12(n—=) p"'qn T —
27t(n —z) - V2mx (6) (30) ((n—x))
1 it o1 1 ey En Pa (T
- . 3. . . . L plzn T2a T2(n—am) —
Vor P s (n —a)n=2)+s ¢ ¢
! A SR U SN N S
V2Tm-n-p-q x (n—x) V2m-n-p-q ’
1 %, &, Pn-2x) 1 n-p 1 n-q
— (22 PN g, e (0,1), h=(x+ <) (P et D)1
TT 12 (n T (n—x) ) i€ (0,1), (x+2) n( T )+ x+2) n((n—x))
Soitz=x_uzx_n.p, |z2| < K = const., p+q=1
o NS

o ha) 1= 0l®) = (np 52D (142 [ ) (g ) I = [ )

np
_ q _ p

n assez grand ~ wy = |z, /—| <1, ug=|z,/—|<1
np nq

a4
On peut développer In(1 + wuy), In(1 — uz) dans des séries de puissances autour du centre 1:
w?owd ot
1 = u——4+—=———4...
n(u) =u 5 + 3 1 + 2 2
~ In(1+z i):z i—Z—i—l—...,ln(l—z i):—z b 2P
np np 2 np nq nq 2 nq
1 q 22 q 1 P 22 p
~ w(z)—(np+2+z\/npq)-(z np 2 np+...)+(nq+2—z\/n q)-(—=z nq—?n—q—i—...)

Ici, nous multiplions les terms, apres nous les ordonnons d’apres les puissances de z et nous simplifions
(¢ = 1 — p, par exemple appliquer Mathematica). Ainsi nous obtenons:
q—p 2 1 1 1 p
w(z) = ( x4zt (2 — - -
( 2/npq 5 2n(1—p) 4np(l—-p) 2n(l-p)

)+ %-R(n,p)-z?’,

|R(n,p)| < const.(z € (0,1))

)

1 — —n-
~ lim w(z) = = - 22 p=t R TP €lo,f]CR
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~»  convergence uniforme

o emh(@) = gmw(z)  g2)/2 pour n — o0

ozSz:uSﬁ = xanJra\/npq:np(lJra\/i),
n-p-(1-p) np
p
n—xan—ﬂ\/(npq)=nq(1—ﬁ,/n—q)
o, &, Pn-—un) 1 1 1 1
= == . (== - == _ -~ 7 (=4
7l 12 ( x (n—x) ) 12 (n+x (n—x))
1 1 1
<E-(—+ 7 + 5 )—0 pourn— oo
np(l+a,/—) nqg(l-p8,/—)
np nq
~ el —1 pour n — oo
1 2 1 2
. - = ehier = P20 —q ~ =72
~ fn(x) m (& e — m e 61 ) fn(x) m €
—_———
0
Théoreme: Théoréme limite locale
Hyp.:
T—n-
a<:=—"L <5 (zelaf)
n-p-(1-p)
n — 0o
The.:
1
fn(x) — 622/2

4.9.6 Théoréme limite de De Moivre/ Laplace

Le théoreme de limite de De Moivre/ Laplace est un corollaire du théoréme de limite locale. C’est un
cas spécial du théoréme limite centrale qui n’est pas traité ici (voir lit.).

Soit [...] la fonction de parentheéses de Gauss (Floor, Int).

Théoreme:
Théoréme de limite de De Moivre/ Laplace

Hyp.:
n — oo,
1 / . —n-p—20.>5 b—n- 0.5
O(x) = — /e_“Q/Qdu, a < b, a:[—a nop , B= o_nptlo 1,
v2m J n-p-(1—p) n-p-(1-p)
T—n-p
a<z=—F——ooou < f
n-p-(1-p)
The.:
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4.9.7 La loi des gands nombres de Bernoulli

La loi des grands nombres fournit une explication propositionelle pour la supposition que la fréquence
suit la probabilité pour les grand n.

Hyp.:

Soit A: événement avec la probabilité p € (0,1) & une expérience de hasard.
Soit X =: nombre de réalisations de A si on exécute ’expérience n fois.

Soit e € R™.
Théoréme: Bernoulli
Theé.: P(E —pl<e) "0
n
Remarque:

Le théoreme affirme donc: La probabilité ou la chance que 1’écart
de la fréquence relative de la probabilité p = P(X) soit plus petit
que n’importe quel nombre £ positif quelconque si n est suffisam-
ment grand, converge vers 1. Attention: Seulement la probabilité

T
converge, mais ne pas la différence |— — p|. Une grande probabilité
n

non signifie pas sécurité!

Nous pouvons déduire 'assertion du théoreme de De Moivre/ Laplace:

Preuve:

x x x
|——pl<e &——e<——p<e &p—ec<—<p+e Sa:=(p—¢) n<x<(p+te) n:=>
n n n

= P(|%_p|<5):P((p—f)-TL<x<(p—i—E)-n)zP(a<x<b)=P(a§x§b),

1 2 n—oo 1 2
De Moivre/ Laplace ~ Pla<z<b) = — [ e * /Qdu——ﬂ—/e_“ /2 du
e ese == Vo
@ (o)

Car il vaut: ( ) \/_

a—n-p—0.5 p—¢)-n—n-p—0.5 —-n—0.5 —€- /N 0.5
a = | =1 I =1 I =1 | = =00,

p-(1=p) n-p-(1-p) p-(1—p) N N
—n-p—0.5 - 0.5 . 0.5

beta [ b np 05] [(p—l—e)n n-p =1 +5n [—l—zs\/ﬁ ]_)OO

\/n p-(1—p) Vn-p-(1-p) Vn-p-(1—p

4.9.8 Remarques quant au hasard

3
3

Comme nous avons vu au début, au hasard absolu une raison est exclue, par contre au hasard relatif,
une raison n’est cependant pas perceptible, mais elle existe. Or, cela n’a aucun sens de se poser des
questions au sujet de ’existence d’une chose qui n’est pas perceptible. On peut croire , ne pas croire ou
laisser la question ouverte.
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Par conséquent nous pouvons commencer avec la compréhension de 1'idée suivante: Pour I’étre humain
qui observe, c’est un hasard, si la réalisation d’'un événement est imprévue, pas voulue, sans raison
reconnaissable ni régularité. C’est un hasard si ’événement ne résulte pas nécessairement d’un ensemble
d’événement donnés et si tout aurait pu se dérouler différemment. Seulement 1'effet est visible, mais non
pas une cause .

Pourtant, aux ensembles d’événements plus grands, des lois deviennent maintenant visibles. Les fréquences
relatives d’expériences s’approchent aux probabilités déduisibles de fagon théorique de modeles (loi des
grands nombres). Les observations empiriques et accidentelles ont ici des effets qui suivent des lois.
Par conséquent on peut poser quand méme la question raisonnable si les résultats ne résultent pas
suivant des lois dans un contexte d’effets complexe. Par conséquent la prédiction du résultat pourrait étre
pratiquement trop compliquée, tandis qu’elle est théoriquement possible. (P.ex. expérience avec la planche
de Galton). Le hasard serait donc une suite de la complexité. Mais la chose peut étre aussi inversée: Des
causes connues relativement exactement ont parfois un effet bien accidentel malgré la loi de la nature
connue. P.ex. a la prévision météorologique ou au calcul de la position que la terre avait dans le systeme
solaire il y a des millénaires. Les erreurs de mesure inévitables peuvent tellement s’amplifier durant les
calculs que l'erreur finale surmonte le domaine de valeur du résultat. Par conséquent les changements les
plus petits des causes (constellations originales) peuvent avoir des écarts énormes dans Ueffet (effet de
papillon).

Qu’on pense dans ce contexte aux débauches du déterminisme (démon de Laplace, négation de la volonté
libre) ou au rapport du flou (description déterminée de I'inconnu).

4.9.9 Inéquation de Tschebyscheff

Soit Y une variable aléatoire quelconque, qui ne doit pas étre distribuée de fagon normale. Soit E(Y) la
valeur d’espérance, Var(Y) soit la variance et £ soit un nombre positif et quelconque. Alors il vaut (sans
preuve, voir annexe):

Formule: Tschebyscheff
Var( )

P(lY —EY)|>¢ =

4.9.10 Distribution normale logarithmique

1 —(t—pp)?

Soit f(t) :==(t;pr,02) = ——e *°L
f() 4,0( KL L) O'L\/ﬂ

= fonction de densité f(y) de la distribution normale, parametres ML et oy, variable aléatoire Y.

—(t— NL)

~»  Fonction de distribution: F P ,O 200 dt
(y) (y 1209 L) . \/ﬂ /

~ Y est distribué de facon normale.

Soit X =log(Y), x =log(y) (Substitution)

Si on remplace y = log, (x), a¥ = z dans f(y), ¢a ne correspond pas a la régle de la substitution. (On
n’a pas tenu compte de la dérivée intérieure). A cause de la normalisation il doit valoir:

/ f 10ga (e) dx
x
0

|@

QU

1= ] sway="] faog,
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Soit donnée la fonction de densité:

0 <0
h(xz) = log,, (e
( %() p(log,(x); pr,01) x>0

La distribution donnée par h(x) s’appelle distribution normale
logarithmique.

Nous obtenons la fonction de distribution par la substitution de F(y) := ®(y; ur,02):

Formule:

—(oga(x)—pp)?

s log,(e)

1 €T
H(x)zm-o/e ”

Pour a = e on obtient par calcul de la valeur d’espérence, de la variance et du médian pour la distribution

normale logarithmique:

Formule:

E(X) = errtoi/2
Var(X) = eZHLtol (e"% —1)

.5 = etk

Application: études des temps, analyse de longévité

Distribution normale: Superpositions additives ~» distribution normale logarithmique: superpositions

multiplicatives.

4.9.11 Distribution exponentielle

11 vaut:
T o—az & o= —(00) _ o—(0)
Jae dyz—ae , =—(e —e ) =—(0-1)=1
0
Définition:
La variable aléatoire X satisfait une distribution exponen-
tielle avec le parametre «, si elle a la fonction de densité suivante:
0 z <0
f($) - { o e—oza; T Z 0
~ Fonction de distribution:

[ f)ydt = [aetdt=1—e*"

—0o0 0
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Formule:

0
Valeur d’espérence, variance et médian:
00 o 0 00
® « .| . . 1 .| 1
p=EX)=[rae*dr=0-—e 7|, —/(—1)6_‘” dx = 0—0+/ e Tdr=—e " |, =—
0 -« -« Q@
0 0
U:Va?“(X):70302-oze_‘”'clac—/ﬂ:...:i—i:i
5 a2 o?  a?
. 1 1
F(zos)=1—e %05 =— = ... = x05=—In(2)
2 «
Application: mesure du temps (désintégration de I’atome heures de travail, ... ), durée de vie.

4.9.12 Distribution Weibull

Définition:
Une variable aléatoire continue X a une distribution de Weibull
aux trois parametres a > 0, b > 0 et ¢, si la fonction de densité est
donnée comme il suit:

0 r<ux
flx) = Q(x—c)b_le_(mgc R
a a
~ Fonction de distribution:
Formule:
0 r<ux
Fz) = { l—e—(Z=<)Y z>c

c=0~  Distribution a deux parametres
a =1~ Distribution réduite
Connue de ’analyse:

Symbole: Soit I'(z) la fonction Gamma.

[ee]
Définition: D(z):= [ett*"dt, >0
0
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Formule: (1) =1, I’(%) =vm, I'(@)=(x—-1)T(z-1)

On obtient en calculant:

Formule: uw=E(X) =c+a-F(1+%)
o =Var(X)=a*T(1+ 2) -T?(1+ l))

b b
$0,5)C +a (ln(2))1/b

Application: analyses de durée de vie et de fiabilité.

4.9.13 Distribution gamma

Définition:
Une variable aléatoire continue X a une distribution gamma
aux parametres a > 0, b > 0 et ¢, si la fonction de densité est
donnée comme il suit:
0 <0
= bP "
f(x) P re T 2>0
I'(p)
Remarque:
On obtient la distribution exponentielle comme cas spécial de la
distribution gamma pour b = acet p = 1. Pour p € N la distribution
s’appelle aussi distribution de Erlang.
Formule: w=EX)= Z—;, o? =Var(X) = ;%

Application: analyses de fiabilité (distribution de durée de vie) distribution des temps de service.

4.9.14  Autres distributions

Pour pouvoir traiter d’autres distributions importantes, nous devons acquérir des connaissances sur les
variables aléatoires aux dimensions supérieures (vecteurs aléatoires). Les lois usuelles pour les tests sont
importantes quant aux tests statistiques.

4.10 Vecteurs aléatoires et leurs distributions

~ Probabilité multidimensionnelle
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4.10.1 Question, notions

Vecteur aléatoire, fonction de répartition

Jusqu’a maintenant nous avons étudié les variables aléatoires unidimensionnelles X, qui atteindent
des valeurs € R. La fonction de répartition est donc une fonction une variable indépendante.

Par contre, dans une expérience aléatoire des événements différents peuvent étre réalisés. Ces événements
peuvent étre indépendants ou dépendants. Egalement dans une expérience aléatoire plusieurs variables
aléatoires peuvent étre nécessaires a la description. Ces variables peuvent étre indépendantes ou
dépendantes. Ici nous allons étudier brievement le cas modele de deux variables aléatoires. (N = 2.)

Exemple:

Au controle de qualité d’un lot d’arbres de roues dentées on controle 1’épaisseur X et simultanément a
la méme piece chaque fois aussi la longueur Y. L’épaisseur et la longueur sont fabriquées chaque fois
pendant une phase de travail séparée. Par conséquent on peut les considérer comme indépendentes.
Comme les mesurages cependant sont faits en paires, ¥ et X ont quand—méme un rapport. Ca mene a
des questions spéciales de la statistique mathématique que nous ne pouvons pas traiter ici.

Soyent X et Y deux variables aléatoires discretes ou continues, qui apparaissent a une expérience de
hasard. ~ X peut prendre des valeurs dans {x1,z2... 2% ...} ou dans R (généralement = € R) et YV’
peut prendre des valeurs dans {y1,y2... yi ...} ou dans R (généralement y € R).

Définition:
Le vecteur X = (g) s’appelle vecteur aléatoire bidimension-
X1
nel. Correspondammet, X = : s’appelle vecteur aléatoire

Xn
de dimension n.

Soit A = {w} un événement, qui soit réalisé lors d’une expérience de hasard avec deux variables aléatoires.
X y prend la valeur X(A) = z et en méme temps c’est Y qui prend la valeur Y(A) = y. Ca veut dire

- X -
que X = <Y> prend la valeur <y> (ou brievement la paire (z,y)). <y> est donc une réalisation de X.
x x

Remarque:
Au lieu de considérer une paire (X,Y’) de variables aléatoires, on

peut parler aussi d’'un vecteur aléatoire X = v ) La loi de prob-

abilité bi-dimensionelle du couple (X,Y") (fonction aléatoire) est
donc donnée par la double suite ((x;, Yk, Pik))

(Pour le développement de la théorie nous nous limitons ici & N = 2. Le transfert & N > 2 est sans
problémes.)
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Pour les probabilités affiliés nous définissons:
Définition: Flz,y)=P(X <z ANY <y), z€R, yeR

Dans le cas discret il est spécialement:
pir i =PX=2; NY =uy)

~  F(z,y) est une fonction R? - [0, 1].
Qualités:

F est croissant de facon monotone dans X et dans Y et en plus continue
depuis la droite.

2. F(—o00,y) =0, F(z,—00) =0, F(oco,00)=1

Cas discret: Spir=1
ik

.11 <zo AN y1 <y2 = F(xo,y2) — F(xo, 1) — F(x1,y2) + F(z1,151) <0

4. P(X <z)=PX <z,Y <) = F(z,0)
P(Y <y)=P(X <00, Y <y) =F(c0,y)

Les deux premiers propriétés sont évidentes. Quant a la quatrieme propriété il s’agit d’une spécialisation
(projektion ou restriction de Dp = RY & RY™1). La troisitme propriété se voit & cause de:

F(anyQ) _F(anyl)_F(xlay2)+F(x1)y1)
=(P(X S22, Y ) = P(X S22, Y <pp)) = (P(X S0, Y ) + P(X <21, Y <))
=(P(X S22, Y <) = P(X S22, Y <p1)) = (P(X <20, Y <) = P(X <21, Y <))

=P(X<xq,y1 <Y <y2) =P(X<xz1,51<Y <y2)
ZP(X ng,yl <Y§y2) —P(X §$1,y1 <Y§y2)
ZP($1<X§$2,y1<Y§y2)ZO (P(,)E[O,l]') @

Répartitions marginales, variables aléatoires indépendantes

Quant aux restrictions nous définissons:

Définition:
distributions (répartitions) marginales de la variable
aléatoire bidimensionnelle X :
Fx(z):=F(z,0)=P(X <2)=P(X <2,Y <)
Fy(y) == F(o0,y) = P(Y <y) = P(X < 00,Y <)
Remarque:

Fx(x) et Fy(y) sont les fonctions des composantes X et Y.



4.10. ZUFALLSVEKTOREN — VECTEURS ALEATOIRES 109

Soit A={X <2,V <o)}, B={X<00,Y<y)} = AnNB={X<zY <y)}

Pour des événements indépendants il vaut:
P(AnB)=P(A)- P(B)

~ Fo,y)=PX <zY <y)= (AWB) P(A)- P(B)
P(X 7,Y <00))- P(X <00,Y <y) = Fx(z) - Fy(y)

Par conséquent nous pouvons transférer la notion d’indépendance des événements aux variables:
Définition:

X et Y s’appellent indépendantes, s’il vaut:

Variables réparties de fagon identique

X
Soit X=1| : |, XT=(X1,...,X,) ~
Xn
Définition:
Si toutes les composantes X;, (i = 1,...,n) ont la méme fonc-
tion de répartition Fz(Z), (Z = X1,...,X,), les X; s’appellent
répartis de fagon identique.
Définition:

Les variables X;, (i = 1,...,n) sappellent complétement
indépendantes, si chacune des variables est indépendante de
toutes les autres.

A T'aide de la définition pour n = 2 on peut déduire:

Théoreme: Hyp.:
X, (i=1,...,n) compl. indépendants et réparties de fagon identique
The.:
Viwr,zoan) Fg (@1, 02, .. 2n) = F(x1) - F(z2) - ... - F(zy)
Remarque:

4.10.2 Le cas discret
Soit pir:=P(X =x;,Y = yi) := f(zi,y), in €N

Généralement nous disons:
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Définition: ¥
X = <Y> s’appelle discret, si {z;,yr} resp. {z;, yr,pir} est
dénombrable.
Formule: F(x,y) = > Dik
Ti<T, YRy
Exemple:

Au controle de qualité d’un lot d’arbres de roues dentées on controle 1’épaisseur d et simultanément a
la méme piece chaque fois aussi la longueur [. (L’épaisseur et la longueur sont fabriquées chaque fois
pendant une phase de travail séparée. Par conséquent on les peut considérer comme indépendents.) Nous
pouvons définir librement les valeurs de X et de Y comme il suit:

| Critere: | X | Y |
d dans la tolérance z1 =0 —
d hors de la tolérance | 29 =1 —
! dans la tolérance — y1 =0
[ hors de la tolérance — yo =1
Nous savons par ’expérience:
| Critere: | Montant: |
Rebut 5%
d fautif 1%
[ fautif 3%
d et [ fautifs 1%
Conséquence:
X 0 1
Y
0 P11 = 0.95 P21 = 0.01 P11 = 0.96
1 P12 = 0.03 P22 = 0.01 P2 = 0.04
| [ p1.=0.98 [ po.=0.02 [| pror =1 |
( Pex.ona:pii+pe1=pi1, p1=PY =0)..)
Définition:

Probabilités comme p.; s’appellent sommes marginales.

Vue d’ensemble des sommes marginales:

p1 = PY =0) = pi1+pa1 = 096
pe = PY =1) = pia+p2 = 0.04
p1. = P(X=0) = pi1+pi2 = 098
po. = P(X=1) = par+p2 = 0.02

Il vaut:
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Théoréeme: Ix(X =) =pi. = P(X = x;) = Y pi
k

(Y =yi)) =pr=PY =yx) = X pik
K3

Yopk =papi. =1
k

De la définition générale de 'indépendance de variables il suit:

Corollaire:
Variables discretes X et Y indépendantes

V(i,k) Pik = Di- " Pk

Exemple: p;.-pq =0.98-0.96~ 0.94 # p;; = 0.95

4.10.3 Le cas continu

Nous considérons de nouveau le cas modele bidimensionnel.

Définition:

On déduit des définitions générales:

Conclusion:
L f(z,y) =0
[ee] [ee]
2. F(co,00)= [ [ flu,v)dudv=1
— 00 —0O0
Pour la densité des répartitions marginales il vaut:
[ee] [ee]
Conclusion: Ix@)= [ fle,y)dy, fr(y)= [ flz,y)de
— 0 —o0

De la définition de l'indépendance par la fonction de répartition (F(z,y) = Fx(z) - Fy(y)) on peut
conclure a l'aide du théoréme de la moyenne du calcul intégral:
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Théoreme: Hyp.:
X, Y indépendantes

The.:
f(z,y) = f(2)- f(y)

4.11 Espérance multidimensionelle

4.11.1 Espérance, moyenne

Nous considérons de nouveau le cas modele n = 2. Soit f(z,y)la fonction aléatoire resp. la densité.
Analogiquement au cas unidimensionnel on peut maintenant aussi définir des grandeurs caractéristiques
pour X ou Y:

Définition:
Valeur d’espérance E(g(X,Y")) d’une fonction donnée g(X,Y):

sz:g(%,yk) - fiyk) dis.

70 ?g(ﬂc,y)-f(x,y)dxdy cont.

— 00 —O0

E(g(X, Y)) L=

Prémisse ou hypothese:

(o) (o)
>3 lgl-f oder ou [ [ |g|-fdxdy
ik —00 —00
exist. resp. conv.

Analogiquement au cas unidimensionnel on déduit (calcul):

Théoreme: E(ag(X,Y)+bh(X,Y))=aE(g(X,Y))+bE(h(X,Y))

Spécialement: a=b=1, g(X,V)=X, h(X,Y)=Y ~

Corollaire: EX+Y)=EX)+ E®Y)

Généralisation:

Théoreme:
Théoréme d’addition pour les moyennes

EXi+Xo+...+X,)=EX1)+EX2)+...+ E(X,)

Généralement il est E(X?) # E(X)?.
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Exemple: Jouer au dés ~ E(X) ==

E(X?) = 26:1’@2 ' % =% 7 (5)2 = E(X)?

Pour des variables indépendantes il vaut, & cause de la formule f(z,y) = f(x) - f(y) resp. & cause de la
formule F(z,y) = F(x) - F(y), p.ex. dans le cas discret:

E(XY) szz yr - flai, ) = Z%"fX(xi)'Zyk'fY(xk):E(X)'E(Y)

k

Correspondamment au cas continu. ~»

Conséquence:
X, Y indépendantes = E(XY)=E(X)- - E(Y)

Généralisation:

Théoreme:
Théoréme de multiplications pour les moyennes

Hyp.:
i1 #k = X;, X); indépendantes

The.:

E(X1-Xy-...-X,) =E(Xy) - E(X,) -...- B(X,)

4.11.2  Variance, covariance, corrélation

Connu du cas avec une variable:
0® = B(X?) — 1> = B((X — px)?)

Nous définissons:

Définition: Variances:
0% = Var(X) = E((X - ux)?)
0% = Var(Y) = B((Y — py)?)

Soit Z=X+Y

~ 0xyy =0y = E(Z%) — (uz)* = E(Z%) — (E(2)
= E(X?) +2E(XY)+ E(Y?) - (B(X) + (Y))
=EB(X?)+2E(XY)+E(Y?) - E(X)? -2E(X)E(Y) — E(Y)?

= (B(X?) - BE(X)*)+2(B(XY) - E(X)E(Y)) + (E(Y?) - E(Y)?)
=0% +2(BE(XY)—- E(X)E(Y))+ 0%

) =E(X?+2XY +Y?) — (E(X+Y))?
)

Définition: oxy =cov(XY):=(E(XY)—-EX)EY))

s’appelle covariance de X et Y



114 KAPITEL 4. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG — CALCUL DES PROBABILITES

11 vaut:
E((X —px)(Y —py)) =E(X Y = X - py — px Y + px - py))
=E(X-Y)—py BE(X)—px - E(Y)+px py-E(l)=E(X-Y)— py - px — px - gy + px - py
=BEX-Y)—px -py =EX-Y)-EX)EY) = E(X —px)Y —py)) =oxy
Définition: PXY = E((X = px)(Y = py)) = IXY cou(XY)

OxX 0y OxX 0y OxX 0y

s’appelle coefficient de corrélation de X et Y

(ox,0v #0)
II est évident:
Théoréme:
L 0%y =0z =0x +0v +20xy =0% + 03 +2cou(XY)
2. oxy —COU( Y)=EXY) — pux py
=BEXY)-EX)EY)=E(X —px)(Y - py))

3. oxy =oyx, cov(XY)=cov(YX)
4. X=Y = |pxy|=1

5. lpxy| <1

Quant au dernier théoréme (les autres ont été vérifiés) nous considérons comme exemple le cas continu:

pxy = E((X —px)(Y —py)) _ E(X —ux)(Y — py))
TX oY (B((X = px)?) B((Y — pv)2))?
R EogX nx)*) E((Y - ny))) E(&Xooﬂx)(Y—uy))
= PXY - / / x—MX . xy)dxdy)%.(/ /(y—uy)Q-f(x,y)dxdy)%: Y'(I1'IQ)%

I

=//x—ux)(y py) - f(z,y)dedy = pxy - (11 12%=//x—ux y—py) - flz,y)dvdy

—00 —00 —00 —00

Ici nous appliquons I'inégalité de Cauchy—Schwarz a I - Is.

(Cauchy-Schwarz: — ([|fg)> < ([f2)-([d*),  [fa<[Ifgl = ([ < ([ ([d%))
G G G G G

G G G

(L’inégalité de Cauchy—Schwarz est connue comme ”inégalité du produit scalaire”. Elle est correspon-
damment aussi valable dans le cas discret.)

On en déduit:
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pxy-((_}o _70 (z—py) (y—py) f(z,y) dzdy)?)? S_jo _70 (z—px)y—py) flz,y)dedy = |pxy| <1

©

X et Y soyent indépendantes ~ P(XY)=P(X)-P(Y) = cov(XY)=0xy =E(XY)-EX)E(Y) =

cov(XY
E(X) E(Y) - E(X) E(Y) =0 = pxy = # =0, (Ux,a'y #0)
OxX 0Oy
Théoreme: Hyp.:
X et Yindépendantes
The.:
cov(XY)=pxy =0
Remarque:

Dans le cas cov(XY) = E((X — ux)(Y — py)) = 0 on peut inter-
préter E((X — ux)(Y — puy)) comme produit scalaire qui est 0. On
I’a donc a faire avec des vecteurs perpenticulaires.

Dans le cas pxy = 1 I'inéquation de Cauchy—Schwarz qu’on vient

d’appliquer en haut, devient une équation. Dans ce cas on peut
déduire: (Preuve voir Kreyszig, Bibl. A10):

Théoreme:
Entre les variables aléatoires X et Y a des variances positives on a une
relation linéaire ¥ = o X + 3 resp. X = 7Y + § exactement si’il est
lpxy|=1.

Conséquence:

Le coefficient de corrélation (voir aussi page 197) est par conséquent une mesure pour le rapport
linéaire de deux variables de hasard. Ce fait peut étre utiliser pour I’examen d’un rapport linéaire.

Attention:

Un rapport formel ne prouve pas un rapport causal.

Exemple:

(Un exemple quant & "rapport formel et rapport causal”.) Plus on va vers le sud et plus la taille des gens
h diminue, cependant le nombre des catholiques k augmente. La corrélation h ~ % est, comme chacun
sait, une corrélation fictive (feinte, fallacieuse, fausse)!

Remarque:
Souvent, dans des arguments potitiques qui sevent a des intéréts
privés, on trouve des corrélation fausses. Pour le laic (I'ignorant,
Pamateur) ces arguments semblent étre logiques. . .

Soit X+Y =2, X,Y non corrélées ~»
cov(X,Y)=0=EXY)-EX)EY) = E(XY)=EX)E(Y)~ X,Y indépendantes
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En haut on a déduit:
02, =0%+0% +20xy =0% +0% +2cov(XY)+o%+0% +0 = Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y)
Théoreme: Hyp.:

Xq,..., X, non corrélées

The.:

1. Xi,...,X,, indépendantes
2. Var(Xi+...+ Xp) =Var(Xy) + ...+ Var(X,)

4.11.3 Le cas discret

Conclusion:

Formule pour une seule variable, o.k.!

2. Valeurs d “espérance.

px = E(X):= in-fx(ﬂci) = sz:% "Pik

py == E(Y) = Zk:yk Ix(yk) = ;Zyk “Dik

4.11.4 Le cas continu

Analogiquement au cas discret on peut maintenant définir des grandeurs caractéristiques pour X ou Y:

Définition:
L E(g(X.Y)) = E(g(X)) _ .
= E(9(X)) =_f g(x)_f fz,y) dydx:_f 9(z)- fx (z)dx

N

Formule pour une seule variable, o.k.!

2. Valeurs d “espérance.
[ee]

px = B(X) :z_fx'fx(x)dxz 70 J oz fzy)dedy

— 00 —O0

py = B(Y) :=_7Oy-fx(y)dy= J Tt ydedy

— 00 —O0
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4.12 Répartitions multidimensionnelles

4.12.1 Distribution normale bidimensionnelle

Dans le cas continu cette distribution joue un role important.

Définition: «
Soient donnés les parametres px, by, 0x, 0y, PXY - <Y> possede

une répartition normale bidimensionnelle si la densité est donnée
par la fonction suivante:

f( ) 1 _h(a;yy)
z,y) = e
4 2nox oy \/1— piy
n - 1 (z — px)* o PXY (T — px)(y — py) (y — py)?
(x,y) = P) ( 2 - + 2 )
(1= rky) Ox OxX 0y oy

z,y,€R

Le théoreme suivant sans preuve:

Théoreme: Hyp.:

1.
X a une distribution normale bidimensionnelle

2. conv(XY)=0
The.:

1. X, Y indepéndantes

— 2 — 2
1 _%((w {:2)() +(y deY) )

2. f(xay) =

7.6
2mox Oy

1 221
3. ux =py =0, o =0y =1 = f($,y):2_'e_%(*2+y2)
™

4.12.2 Fonctions d’échantillonnage, distributions de test

Remarque:

On peut diviser les distributions importants des statistiques
en deux classes: Les répartitions qui apparaissent en rapport
avec les modeles mathématiques d’expériences aléatoires et
répartitions, qui sont des distributions de test ou des lois
usuelles pour les tests, ce qui forme la base de tests statis-
tiques. Les distributions de test sont ici des distributions de fonc-
tions d’échantillonnage.

Hyp.:
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Dans ce qui suit toutes les composantes X;, ¢ =1,...,nde X soyent indépendamment et identiquement
distribuées de facon normale avec la valeur d’espérance p et la variance 0. (~ Echantillon de la taille
n avec N (p,0?). L’ensemble de base soit distribué de fagon normale.)

Distribution de la moyenne

Cette répartition est une distribution de la fonction d’échantillonnage X. Elle est importante lors du
traitement des intervalles de confiance pour la moyenne d’une distribution normale a la variance
connue. Il vaut:

Théoreme: -
X est distribué de fagon normale avec la valeur d’espérance p et la variance
2 2
o o
T~ N )
n n
Remarque:

Il est important de remarquer que le théoréeme vaut encore de fagon
approximative si la base des données est distribuée de facon quel-
conque avec les mémes parametres.

- o X
Soit X+ Z =h(X) =

e

g

La transformation de coordonnées h cause que ce théoreme est un corollaire du Lemme suivant:

Lemme: Hyp.:

X; indépendantes, distribuées de fagon normale avec N (u,o?)
(X1 +Xo+...,Xy)
—u e

o
The.:

1
n

X:
X
Z:

7 satisfait la ditribution normale standardisée d’aprés N (0, 1)

Ce lemme est de nouveau un corollaire d’un théoréme plus général comme on voit tout de suite:
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Théoréme:
Somme de variables indépendantes et distribuées de fagon nor-
male
Hyp.:
Soient X7, Xo, ..., X, indépendantes, distribuées de fagcon normale avec
Moyennes i1, p12, - - - in
Variances 07,03,...,02
The.:

n
> X, distribuées de fagon normale

n

Moyenne = > u;
i=1

n
Variance 02 = Y o2
~

<.

Pour la preuve nous avons besoin de la formule suivante:

Lemme:

Hyp.:
—_— Z=g9(X,)Y)=X+Y X,Y indep.
Densités: X~ fi(z), Y ~ foY)

The.:

-] f2<y><7yf1<x> i) dy
fi € cont = f(z f [1@) falz —yg)de = [ filz—2) faly) dy

Preuve Lemme:

De la page 112:  f(z,y) = fi(z) - fz(y) o
F(z)= [ [[fx,y)dedy= [ [fi(z)- f2(y) dedy = f(fz(y) @) de)dy ©

rxt+y<z rz+y<z —0o0

smety o1 o FE = [ (RO /fl(z—y)- daydz = f(z) i= 7-F(2) =

e /flz— dz)dy—/f2 /flz— Jdydy= [ (o) iz =)y
Si en calculant F' on met fy au lieu de f; en devant, on obtient: f(z f fi(x) fa(z —y) dy ©

Preuve Théoréme:
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Induction, "ancrer”: n = 1: X = X7 distribuée de facon normale.

Induktion, transmission de n =1 an = 2.
Soit d’abord: X = X7 + X

Diapies hyp.: fi(e) = —m—— ¢ F T, fya) = 2 o 3 (T
apres = filx) = e ; "€ 7
P yYp-t J1 27 o1 2 27 0y
&S] 1 1 z—y—pg 1 y— u2
—L(z=yoimy ( )
= T —y e 2T - e 2 d
f A ) f2(y) dy _L 27 o V210, Y
L T,
21 o 02
—00
1 _ _
Soit o= 1+ pe, o —01+0§, vV ___(x - M1+y MQ)
2 o1 (o)
Soit V= 7 y_01M2+022($_M1)),VQ::30—M
01092 o o

Par multiplication des termes, mettre au méme dénominateur et remodeler on démontre que
I'identité suivante est valable (un tas de termes ~» p.ex. avec Mathematical):

VE‘/I2+‘/22

V5 est indépendante de y, V7 := 7 est utilisée comme nouvelle variable d’intégration:
(o]

o0
~ f(z)= ;-/e_%(VfJFV;)dy:;-e_%V;-/e_%vfdy
2moL 09 2moy 09
—o0 —o0
o0
e 1 _1V2 . / 6_57— dy
2moy 09
—o0
dv, d T
11 vaut: e _4r_ 9 o clyzglg2 dr, /e_%T2 dr =27 (p. 97)
dy dy 0102 o
—o0
o0
N f(x): 1 .6_%V22./6_%T2 0102 dr — 1 \/2— \/27'(' %(%&)2
21 o 02 o 210
— 00

~  Pour n =2, X est donc distribuée de facon normale.

. Conclusion de l'inductionde n =m an=m + 1:

m

Hyp.: Y1 = X1, Yo=Y, X; distribuées de fagon normale.
i=1

Loi: Y7, Y,  distribuées de fagcon normale

~  Comme a X7, Xs: la somme est aussi distribuée de cette facon.

m m—+1
~ These.: V1 +Y2=> X1+ X1 = >, X; distribuées de fagon normale. @
i=1 i=1

Par substitution sous l'intégrale on trouve le théoréme suivant:
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Théoreme: Hyp.:

X distribuée de facon normale avec N (p, o?)
X =c¢1-X +c¢9, ¢1,co = const. (Transf. lin.)

The.:

2 2

X distribuée de facon normale
n=cy-p+ ca, &2201-0

Les formules pour fi et 62 ont été déduites a la page 83 en forme plus générale.

4.12.3 Distribution du Khi-deux

Definition, fonciton de répartition

1 n

Soit S? = — (X; — X)? (variance empirique)
n—

i=1

Se rappeler: X; ~ N(u,o?)
A partir de ceci, on peut former la fonction d’échantillon suivante:

n
P o n—-1 ., 1 o2
Définition: X° = S° = = E_I(X, - X)

o2

n
=) XZP=X{+X3+.. . +X2
=1

x? est encore une variable de hasard. La déduction de la densité de probabilité de y? demande
beaucoup de temps et de place (voir. par exemple lit. Kreyszig, Bibl. A10). Pour des raisons de volume
nous devons renoncer de reproduire la déduction ici (voir annexe). On obtient:

Théoreme:
Densité de probabilité de 2

flz) = {0 e <0

K,x2 e 2 >0

On obtient la fonction de distribution par intégration:

n—

Formule: F(z)=K, fuT2 e~ % du
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(K, a été calculé sur la base de I'exigeance [* f(z)dx = [J° f(x)dz =1.)

Définition:
n s’appelle nombre de degrés de liberté de la distribution. I'
est la fonction gamma.
0.4 L’image montre f(x) pour les degrés de liberté
n=0,1,...,7
0.3
0.2
0.1
2 4 6 8
Fonciton gamma, répartition gamma et béta
Pour la fonciton gamma il vaut:
(o0}
= [ettoldt
0
IMNa+1)=al(a) (Intégration partielle)
(oo}
= [e Tt ldtf e tdt=1
0
4. T2)=1-T1)=1, I(3)=2-T(2)=2!, ....[(n+1) =
1 3. 1.1 &
(=) = I'z)==T(z)=— .
5. T(;)=vm TG =5T() =X et
Remarque:
La distribution du Khi-deux est un cas spécial de la distribution
gamma.
Définition: Soit a > 0
La distribution gamma est donnée par la fonction de densité
suivante:
0 z <0
_ a—1
f($) - e—a; x>0
[(e)
Définition: Soita >0, >0
B(a, ) s’appelle fonction béta:
T'(a)T(6
Bla, §) i= J D)

I(a+ B)
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Définition: Soit >0, >0
La distribution béta est donnée par la fonction de densité suiv-
ante:
0 x <0
_ a—1 B—1
— 1—
/(@) AU B
B(a, B)

4.12.4 Théorémes sur la distribution du Khi-deux

A T'aide de la formule pour les moments on calcule:

Théoreme: Hyp.:

Distribution du Khi-deux

The.:

Pour des n grands on peut approximer la distribution du Khi-deux par la distribution normale. Il vaut:

Théoréme: 1.
La variable aléatoire x? est répartie de facon normale asymptotique
avec it = n et o2 = 2n. Pour des grands n il vaut:
T—n
Fzx)~ o(—=
(1)~ (D)
2.

La variable aléatoire /2 x2 est répartie de facon normale asympto-
tique avec 1 = +/2n — 1 et 02 = 1. Pour des grands n il vaut:

F(x) ~ ®(vV2xy2n — 1)

4.12.5 Distribution de Student

Déduction

La distribution de Student est la base de tests importants. Elle a été publiée de W.S. Gosset sous le
pseudonyme ”Student” .
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Quant aux fonctions d’échantillonnage indépendantes X (distribué de fagon normale) et Y (distribué de
facon x2) nous formons une nouvelle fonction d’échantillonnage ¢ (ou 7):

X X
T=FV = m

Se rappeler: X,eN(.), i=12,....,n~ X €N(..)

P.ex. pour = 0et 0 =1 (N(0,1)) on obtient:

X X
T="\Vm=——, Y =5 m=n—-1 Voir interv. de confiance.
V= ( )
Définition:

La distribution liée a T resp. t s’appelle distribution de Student.

On va prouver plus tard: Z = X est distribuée de facon normale (N(0,1)) et Y = S? est distribuée de
facon x2,_,,_;-

Définition:
n resp. m s’appelle nombre de degrés de liberté de la distri-
bution.

Nous faisons la déduction de la densité de probabilité de T plus tard (voir. par exemple lit. Kreyszig,
Bibl. A10 ou annexe). On obtient (7'~ z):

n+1
U 1
Théoreme: flz) = e 5
n+1 p
(") 1
F(z)= . 5 du
\/ﬂﬂr(g) e (1 + %)(n—f—l)/Q
Définition:
Pour n =1 on obtient la distribution de Chauchy.
Théoremes
Formule:

1. n=1:
~ La distribution de Chauchy n’a ni de moyenne ni de variance.

2. n=2~s  pas de variance
3.n>2 neEN~ u=0 (22, symétrie!)

n
4. n>3 = o2 =

n—2
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L’image montre f(x) pour les degrés de liberté
n=1,...,7

Il vaut:

Théoréme:
Pour n — oo la fonction de distribution f(z) (z ~ ) de la distribution
de Student approche la fonction de la distribution normale standardisée

(N(0,1)). O
/@) ) : (0) = o= %
) = o 5 — plxr) = e 2
\/nﬂf(g) (1+x )(nt1)/2 V2m

n

4.12.6 Distribution de Fisher

Soient données deux échantillons indépendants 1'un de lautre dont les tailles sont nq et na. On les utilise
pour former les fonctions d’échantillon (variables aléatoires) X1, Xo, S, S3: ~»

_ 1 ) - -
X1=n—IZX1i, 5'1=n1_1 Z(Xu—)ﬁ)
=1 =1

1 & 1 &
Xo=— ) Xy, S3 = Xo; — X5)?
2 Ny ; 21 2 n2_1 ;( 21 2)

S? et S2 sont indépendantes.
Soient les données de bases liées distribuées de facon normale aux parametres i, u2, o2, o3. En plus
nous Supposons:

Hyp.: 0% = 03

Maintenant nous formons la fonction d’échantillon suivante:

xioi Xi Xi
SQ ( _1) ( -1 ( )
F="l- = =y =n—1, my=ny—1
SQ 20_2 2 . 2 1 1 ) 2 2
2 (XQ 2 ( X2 (XQ)
TLQ—l TLQ—l mo

Définition:
La distribution lié a F s’appelle distribuiton de Fisher ou dis-
tribution F avec (mq, ma) degrés de liberté.

On calcule la fonction de distribution et la densité comme il suit:
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Théoreme: Hyp.: Distribution F
The.:
mi +ma z iy

1. F(z) = P(F < x) M) m %/ £ dt

xr) = xr) = smy moy my +m

P(H TS (my £+ mg) 5
2 o) - {0 2<0
o= [(@) = Epy mpx2 "L (ma +my - ) 72 >0

(f de F par calcul de la dérivée!)

4.13 Annexe I: Certaines preuves

4.13.1 Formule pour la fonction gamma

Dans la section suivante nous avons besoin du théoréme suivant:
Théoreme: Hyp.: a,b>0

The.:
)T [y iy
T(a+0) _0/ (1 )

Preuve: Nous avons défini: I'(a) = [0%e " t*~1dt

~ T(a)-T(b) = ([ettetdt) - ([e ot dv) = [ [e T a=tob= dtdv = [ [ h(t,v)dtdv
0 0 00 00

u r

l—u —r =—ur+r—(—ur)=-—r

: o) _ | ar ou
Soit t=7r-u, v=r(l—u) = o % % =
Jr Ou

9]
t=r-u, v=r(l—u), t,re0,00) = re|0,0), uel0,1,]
(Par considération des cas limites)

= T'(a)-T(b) = ffh(t(r, w),v(r,u)) - 8 //e_(’“) ) (r (1 — )" rdrdu
00

o0

1 o 1
= //u“_l (1- w)’ " trdrdu = (/ e~ (7“)“"’}’_1 rdr) (/ e~ (7“)“"’}’_1 w1t (1 - uw)’tdu) =
0 0 0 0

I(a+0b) = 7F1€c(121 _E(E;)) = /e_(’“) (r) ety (1 — )b~ du ©
0
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4.13.2 Densité de la distribution Khi—deux
X;:€N(0,1) ~ distribution normale, p1 =0, o2 = 1. Il vaut:
La<0 = P’=X{+...+X2=2<0)=0 = (<0 = f(z)=0)
2. (0<2? <z & —\/2<X;<z) = PX}<2)=P0< X?<2)=P(—/r <X, <7)

3. X;: € N(0,1) =

u=yz
2 u?
V2T J
1 du 1 1 1 1 1 1
1 — 2 =2 — = - 2 = —v 2 = - —
Soit U—u,U—m:dU 5V 2, du d’U2U2 dv2 -
v=u=\=z v=x
2 1 v 1 1 e 2
= Fi(z) = — - e 2 —dv=— dv
() 27 2 Vo NoXs / NG
0 0
dF1(x) 1 e %
= = = — , >0
he) == =~ ma
_ 1 1-2 ; 1 1 :
_ 2 2 _ 1-2 _z e Lz
4n_1 = X _Xl’/\') f(.f)—le 2 € 2_2%11(1) Tz e 2_|F(%):\/5 /27_[_'\/5 e 2 @
2

On a donc prouvée la formule pour n = m = 1. Maintenant nous pouvons essayer de prouver la formule
générale par induction.

Soit X=X+ X2 =22, f(2) = fulx)

La formule soit juste pour m =n — 1.

n—1— z 1 n—1— 3
~ fpo1(z) = Knpqx §2@—5:—n T e e T
n—1 - n— -
277 T( ) 277 I

2
Il vaut: X2=x2_,+X2 Xn—1 < fo—1(z) A xn < fo(z) = fi(2)

D’apres I'hypothese les X; sont indépendantes. Par conséquent, x,_1 et X2 sont aussi indépendantes.
Nous pouvons donc utiliser la formule suivante pour la densité de la page 119:

fulz) = / Fale =) far(y) dy = / Fi(@—9) - faea(9) dy
% 0

(o) x
([ ...=] Acausedey<0 = fo,_1(y) =0, 2>y = z2—y<0 = fi(z—y)=0)
—0o0 0
x
z 1 1 e~ T n—3 u
= — S fo dy = . . . 2 .e 2
~ ful@) {fl(x Y o) dy = o= Y e
277 - I B ) 0
x x
1 x 1 n— 1 x 1 n—3
= | e 2 /(x_y)_i Y 23 dy = pr— e 2 I, I:/(x—y)_i de dy
2% . 1 T( ) 5 2% - /m- I ) 0
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. - Y. _ _ dy _ _
Soit y:=ux, y€0,z] = u==€0,1], s—y=2—uzr=2x(1—u), Pkl dy = duzx
x
T 3 I €z 1 n—3 n-2 % 1 —3
o I= [(x(1=w) % (ua) T zdu= (72 T z) [(1—u)"%-(u)"T du=a"T [(1—u)"%-u"T du
0 0 0
Théoreme sur la fonction gamma de la page 126
w2 ¥ . an (2L -1 1 1 -
~ [ =" {(1—u)5_1-u__1du—x =N 1E(%))r(n2 3 e=5>0, b=""">0, (n>2)
1 1 . aoe I(251) - 1 P |
I3 =Vr = fule) = R = e LR (]
2 2% . 7 -(Z F(*=+3) 22 I'(3)
C’est la formule qu’on a di démontrer.
4.13.3 Densité de la distribution de Student
Distributions selon hypothese:
X~ N(@0,1)~ X < f(x):= fi(z) = \{ﬂe_T 1
Yo V=xino Xof@)=h)=g5 ey ray ¥>0 W0 = L) =0)
2
X,Y indépendantes ~ f(z,y) = fi(z) f2(y)
X
F(z):=P(T<2)=P(i7-<2)=P(X<2-Y/n) ~ Flz)=[ [ [flxydedy=
Y/n z<z-y/n
[ h@pwddy == g [ [ ety T ded
= « —  — -e x =
i T a9 T ‘ b
vSzVY/m v> z<z\/y/n, y>0
0o T=zr\Jy/n
a2 ¥y n=2 _22 _y  n=2
zCn/ / e”T ey 2 dxdyzC’n/( e"T ce 2y 2 dx)dy,
z<z/y/n, y>0 0 —oo
1 . Y Y w Hy y a2
@ T 1 < Soit = — de =d Z H:=1 — 2 =2 —
n o 2% 1(2) oit @ u\/;:> T u\/;, +n 5 2+n
Hy
—
o 00 “\/gzl:z'\/y/" ( \/1)2 o 0o u=z (x)Q —y
F(z) = =% P S d:—"//_ 2 T dy)d
~ F(z) n/( e 2 QdeU)\/z?y\/ﬁ( e y 7 dy)du
0 —0o0 0 —oo
C T 2v 2
_ G _ Hy n—1 . — _=v _ 4
=7 (/e T .y 2 dy)du Soit Hy :=2wv, y H,dy de«»
0 —oo
C V=00 u=z 2U ) 2 C V=00 1 2 U=z
~s F(z)——:L ( / e_%u-(ﬁ)nE -Edv)duz—z H I / e 5 (20)" T dv) du
v=0 u=-—o0 v=0 =—00
C ) V=00 1 ) u=z . C ) 1 it n_"_l
:ﬁ.g%.(/(ﬁ)%du).( e v dy) = =2 2% ( / (ﬁ) S du) - T( 5 )
v=0 U=—00 U=—00
1 1 o R e B
nt1 nt1 n+ ) / ntl
= — 272 . 2 du)-T > du
V2m-25-T(%2) Vn ( / (1-1-“—2) )T 2 )= vnr-T'(%) ( (1+_2) )
U=—00 U=—00
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n—+1 _ n+1
N(——) 7 1 dF(z) T=7) 1 ow
~ F(2) = — 2 . = du 2) — — 2 . =
PO = () . 10 =0 = = () ©

U=—00

4.13.4 Preuve d’inéquation de Tschebyscheff

Soit Y une variable aléatoire quelconque, qui ne doit pas étre distribuée de facon normale. Soit ici
E(Y) = p la valeur d’espérance, Var(Y) = o2 soit ici la variance et e soit un nombre positif et
quelconque. Alors il vaut:

Formule: Tschebyscheff
Var(Y)
1:)(|YV_M|ZE)S 22
o? o?
Remarque: P(lY —pu|>e) < = © P(lY —p|<e)>1-— =

Définition:
Variable aléatoire non—négative X: N’atteint que des valeurs
Ry avec la probabilité 1.

Nous prouvons d’abord un lemme:

Lemme: Hyp.:
- X non—négative, 0>0
The.:
? < P(X >9)
Preuve: (Lemme)
1. Cas discret:
E(X)= ) xkpr=> > TEPk > D, TminPk > ), Opr 2=08 Y pr=0P(X >9)
ke{k} ke{k | zp>8}:=H keH keH keH
2. Cas continu:
EX)= [ zf(x)de> [z flz)de> [z f(x)de > [ @min f(x)dz > [6 f(z)dx
—00 0 6 1 1
=6 [ f(z)dz =6 P(X >9)
5
Preuve: (Théoreme)
Soit §=¢?, X=1|Y —pul>~  non-négative

o = B(|Y = uP) = B((Y = B(Y))*) = E(X) 2 6 P(X 2 8) = &2 P(([Y = E(Y)|)> 2 &)
=2 P(Y - E(Y)|2e) = P(Y ~E(Y)| 2<%
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4.14 Annexe II: Suppléments

4.14.1 La somme des carrés contre somme de valeur absolue

1.
Question: Pour quel ¢ la somme des carrés Y. (z; — ¢)? devient—elle minimale?
~ d—Z(Jci—cV:Z(—l)-Q( ) —22 —c—O:th Zc:n-c
“i= i=1 i=1
1 n
= c= —- T, =T = c=T "~ ¢ = moyenne
[
2.

Question: Pour quel ¢ la somme des valeurs absolue ), |z; — ¢| devient—elle minimale?

n

dec Z'“ ng“ — ) = se, gnmconse O_(—1) - sgn(Ti — 0)

i=1

(1—1— —1)+ +1+1+ .+ 1) =0
x;<c xTi>c
= —(cl-1—...—)=(+1+1+...+1)
xr;<c xri>c

N
(Nombre de "valeurs < ¢”) = (nombre de ”valeurs > ¢”’) ~ ¢ = médian

Conséquence:

n
>, (z; — ¢)? devient minimal pour la moyenne ¢ = Z |z; — c| est minimale pour le médian ¢ = 7.

4.14.2 Conformité du type de répartition etc.

A la page 119 on a vu le théoreme suivant:

Théoréme:
Somme de variables indépendantes et distribuées de facon nor-
male
Hyp.:
Soient X7, Xo, ..., X, indépendantes, distribuées de facon normale avec
Moyennes M1y f2s -5 n
Variances 0%,03,...,02
The.:

n
> X; distribuées de fagon normale

n
Moyenne p = Z 1
i=1

n
Variance 02 = 3 o2
i=1
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Les sommes de variables distribuées de fagon normale sont de nouveau distribuées de facon normale. On
observe ce comportement aussi aux autres types de répartition:

Théoreme: Hyp.:
- X,Y indépendantes
X : € Bi(n1,p), Y : € Bi(na,p)

The.:
X +Y: € Bi(ny +na,p)

Quant a la preuve dans un cas spécial:

Soit X = nombre de réalisations de I’événement A avec p(A) = p si Uexpérience affilée est répétée ny fois
et Y = nombre de réalisations de I’événement A avec p(A) = p si 'expérience affilée est répétée no fois.
Evidemment X + Y est liée & la méme expérience avec p(4) = p: X +Y = nombre de réalisations de
I'événement A si 'expérience affilée est répétée ny + no fois. La répartition est toujours une répartition
de Bernoulli (binomiale). (Quant & la preuve voir aussi lit. A4)

Comme la répartition binomiale sous la condition np = A = const. s’approche & une répartition de
Poisson, on peut adapter le théoréeme aussi & une répartition de Poisson:

Théoreme: Hyp.:
- X,Y indépendantes
X: e PO()\l), Y : € BZ()\Q)

The.:
X+Y: EBi()\l +)\2)

Quant aux preuves des théorémes suivants le lecteur est renvoyé & la littérature (si ce n’est pas encore
terminé):

Théoreme: Hyp.:
X,Y indépendantes
X,Y réparties de facon x?
X:exi,, Y:iexi,
The.:

X—l—Y:Xgm_Fm2
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Théoreme: Hyp.:
The.:
Théoreme: Hyp.:
The.:

X1,Xs,..., X, indépendantes
X; réparties de fagon N(0,1)

Z=X?+X2+.. +X2:€x?

X1,Xs,..., X, indépendantes
X; réparties de facon N(u,o?)
n

_1
X:E;Xi

1 & _
S Y- X exd,

Par rapport a la répartition de Student et de khi—deux, nous pouvons déduire en récapitulant ou comme

résumé:

Théoreme: Hyp.:
The.:

Théoreme: Hyp.:
The.:

X,Y indépendantes
X:eN(0,1), Y:ex2

Z:\/ﬁ-%

X1,Xs,..., X, indépendantes
X;: réparties de fagon N (u, 0?)

1 & 1 & X—u
X==) X, Y == X, —X)?, Z=

4

X : € N(u, , Z::eN(0,1), Y:ex2_,

NG
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Théoreme: Hyp.:
X1,Xs,..., X, indépendantes
X;:  réparties de fagon N (p, 0?)

The.:

H:et, 1

4.14.3 Théoréme limite central

A la page 101 on a vu le théoréme de Moivre/ Laplace. Avec n variables aléatoires il a la forme suivante:

Théoreme: Hyp.:
Soit H,, : € Bi(n,p), p€ (0,1), n€N
_H,—-FE(H, H,—-E(H,)
n T -
Var(Hy,) np(l—p)
~» Y,  standardisée
Fy,  fonction de distribution
The.:
. 1 2
lim Fy, = ®(z) = — /e T dt, R
n—00 ) 27
—00
Remarque:

Le théoreme est important si pour des n grands, il s’agit de calculer approximativement des prob-
abilités dans le contexte de distributions binomiales. Il est donc = np, o = /np (1 — p). Alors il vaut:

Conclusion:

a—np _ X —np - b—np - b—np a—np
Vnp(l—p) ~ /np(l—p) ~ /np(1—p) np(1—p) np(1—p)

Pla< X <b)=P(

Il est facile d’évaluer ® (ordinateur, tableaux,...). L’approximation est déja bonne si la condition
np(l—p) > 9 est satisfaite condition de Laplace.

Nous écrivons A € R;, si 'événement A est réalisé lors de la i—iéme répétition d’une expérience.
Autrement nous écrivons A € R;. Soit H,, la variable comme il suit:
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n
1 AeR;
Hn(A):ZX’L'a X = {0 AdR;

On voit tout de suite que chaque X; pour lui-méme est distribué de fagon binomiale avec les parametres
n =1 et p, ¢.v.d. avec la valeur d’espérance y = np = p et la variance 02 = np (1 —p) = p (1 —p). Comme
n

nous savons, la variable Y est distribuée de fagon binomiale comme somme de variables distribuées de
i=1
fagon binomiale.

n n
Y Xi—np X Xi—p
Soit Yy, = =L = =1 ~ Fy, — ®(n), n— o0

ay/n Vo /v/n

Ce comportement est aussi prouvable si (X,) est une suite quelconque de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées avec une valeur d’espérance p commune et une variance o2
commune, o € (0,k), k= const. € R,

Théoréme:
Théoréme limite central
Hyp.: o
Comme décrit
The.:

1 2
lim Fy, = ®(z) = — e T dt, zeR
n—00 ) 27

—00

On trouve des preuves dans la littérature, p.ex. dans Bibl. A3.

4.14.4 Transformations linéaires

A la page 79 nous avons vu le théoreme:

Théoreme: Hyp.:
The.:

E a la page 79 nous avons vu:

Théoréme: Ela, X"+ an 1 X" 1+ ... +a1 X +ag) = a, E(X") + an_1 BE(X" 1) +
oot ar B(X)+ a0 =an pfin + an-1pfin—1+ ...+ a1 p1 +ag
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~ Spécialement: E(X)=pu, X*=c X + ¢ =g(X)

Corollaire: Hyp.:
X" =c1 X +co

The.:
ur=cip+ca

En outre nous déduisons:
Xt = (e X e2) — (o1 p+e2) = e (X — 1), B((X* = p*)) = B(ek (X = u))*) = &k BI(X — o))
~+  Spécialement: k=2:0%. = E((X* — p*)¥) = 2 E(X — pu)?) = 2 o2

Corollaire: Hyp.:
X" =c1 X +co

The.:

0%. = c}o?
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Kapitel 5

Statistique mathematique

5.1 Controle de qualité

5.1.1 Généralités, SQC

Sous controle de qualité et spécialement controle de qualité statistique (SQC, statistical quality control)
on entend des méthodes qui sont utilisées pour 1’ assurance de qualité, 'examen de la qualité et la
gestion de qualité. Aujourd’hui, les conditions sont souvent objet de normalisations, par exemple D.I.N.
55350. Généralement on peut distinguer entre les contrdles qualitatifs ou controles par attributs (p.ex.
bon, mauvais) et les controles quantitatifs ou contrdles par variables (mesurage de variables).

Selon I'utilisation on distingue deux domaines principaux:

1.
Controle statistique de processus, surveillance de fabrication ou réglage de qualité (SPC, statistical
process control):

Ici, il s’agit de la surveillance d’un processus de fabrication pendant la production de produits de
masse, pour découvrir des différences de qualité et pour pouvoir intervenir et conduire directement.

Controle de réception ou examen d’échantillon de réception (AC, acceptance sampling):

Ici, il s’agit du contréle d’entrée, d’un controle pendant la production et d’un controle final des
produits dans une entreprise (ou usine) sans influence directe sur la production. Ainsi le montant
de rebut produit est mesuré. Le contrdle initial sert aussi a refuser la marchandise arrivante. Elle
n’influence par conséquent la production que de maniere indirecte.

5.2 SQC1: Controle de processus

5.2.1 Probleme

Exemple:

Il faut observer des valeurs prescrites par rapport a certaines tolérances. P.ex. lors de la fabrication en
série de roues dentées le diametre du forage central doit montrer une valeur prescrite pyg.

137
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Par expérience on sait qu’il y a des écarts qui apparaissent malgré tout le soin. Les raisons sont la
défaillance humaine, usures ou abrasions aux machines et appareils etc. ainsi que des problemes de
matériel. Par conséquent il est essentiel de surveiller la production de fagon permanente au moyen de
SPC et d’intervenir immédiatement s’il est nécessaire. Le but est de limiter le rebut & un minimum.

5.2.2 Exemple moyenne

Dans la pratique, il y a des problemes différents que nous ne pouvons pas tous traiter ici. Par conséquent
nous choisissons un probleme comme exemplaire. Lors de la production automatique d’une série d’un
article il faudrait constamment observer la moyenne o pour qu’elle reste dans une certaine marge de
tolérance non critique.

Procédé méthodique (maniére d’agir):

1. Hypothese:

(a)

Nous savons par expérience et par conséquent nous I’acceptons aussi maintenant: X = L satis-
fait une distribution normale avec I’écart—type o connu. Cette supposition est cependant seule-
ment raisonnable dans un certain domaine parce que le domaine de définition de la répartition
normale est (—oo,00) = R tandis que le domaine, dans lequel on peut pratiquement trouver
des valeurs de mesures z; et par conséquent les moyennes T, est (0, Minaz). Mmas dépend
des possibilités pratiques. Des valeurs de mesure négatives n’existent pas. pg est prescript,
pour ¢ nous pouvons utiliser provisoirement une valeur estimative que nous pouvons obtenir
d’échantillons déja acceptés.

L’hypothese suivante H, soit satisfaite: La valeur prescrite po est respectée strictement
pendant toute la production, ¢.v.d. Hy : pu = po. L’alternative a cette hypothese serait

Hy s op# po.

Définition:

Hj s’appelle hypothése nulle, H; s’appelle hypothése alternative.

Selon des intervalles de temps réguliers, on préleve a la production des échantillons de la taille
invariable n. Apres on en calcule la moyenne d’échantillon Z ~» expérience de mesure.

En outre nous avons appris de ’expérience qu’il est raisonnable de corriger la production, si la
probabilité que ’hypothese alternative Hy : u # pg soit réalisée dépasse o = 0.01 ou 1%. (Si « est
atteint, ¢a signifie donc quelque chose! On a atteint le niveau de signification.) Ainsi ¢’est en ordre,
car jusqu’a présent la production a montré environ la loi de la répartition normale et on a accepté
1% de rebut. Pour comprendre mieux nous considérons la distribution normale N(0,1) (a gauche)
comparée avec N (u,0?) (a droite):
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Définition:

« s’appelle niveau de signification. Le nombre marque une limite a laquelle il se passe quelque
chose d’important, dans la plupart des cas d’apres ’expérience.

099 Toleranz-

kritisgch | hereich ; kritisch

0.005 0.005

On passe de la variable aléatoire distribuée de facon normale X & la variable aléatoire standardisée
U par la transformation suivante:
X — o

o

U=vn-

Utilisant «, la condition est la suivante dans la forme standardisée:

. — de-
P(~c<U<¢)<l—a=1-0.01=0.99, ic:\/ﬁ-%’m, o=+ \c/ﬁa
4. il P U 1 / = d ?
. il vaut: —c<U<¢)=— e 2dr<099~ c="1
(=c<U<¢) oL <

On peut aussi déduire:

P(—c<U<e)=P(c) —P(—c) =P(c) — (1 = P(c)) =2P(c) -1 =2 — / e % dx

on trouve a I’aide de Mathematica (ou dans un tableau):

FindRoot [1/(Sqrt[2 Pi]) Integratel[E~(-x"2/2), {x, -c, c}] == 0.99, {c, 1}]

2.5758 -0

v
) 25758 0 2.5758-0

[ch, ol = [M‘Taﬂ‘f‘T

~ 2.57582 < ¢ < 257583, c~2.5758 = ci~pu+

]

Dés que Z sort de lintervalle [cf, ¢¥], il faut réagir! L’écart de T n’est plus classé comme aléatoire
et donc n’est plus toléré. Elle est regardée comme significative et intolérable.



140 KAPITEL 5. MATH. STATISTIK — STATIST. MATHEMATIQUE

6.
Souvent on choisit pour les limites critiques ¢, , , = ¢{01,4,, des limites d’avertissement
df w0 = €0.05,u,0- L€ calcul pour d avec 8 = 0.05 correspond au calcul pour ¢ avec o = 0.01.
v e 1.95996 - o 1.95996 - o
~ [, 5] ~ [1 = ]

N

7. Exemple avec des nombres:

Soit =120, ¢ =0.01, n=...

| cootuo || n=1 ] n=2 | n=10 [ n=20 | n=100 ||

Cu 119.974 | 119.982 | 119.992 [ 119.994 [ 119.997
co 120.026 | 120.018 | 120.008 [ 120.006 | 120.003

[ doosuo | n=1 ] n=2 | n=10 | n=20 | n=100 ||
d., 119.980 [ 119.986 | 119.994 [ 119.996 | 119.998
do 120.020 | 120.014 | 120.006 | 120.004 [ 120.002

5.2.3 Technique de surveillance a 1’aide de cartes de controdle

Souvent il est usuel de représenter les résultats des échantillonages graphiquement et clairement. Dans
I'industrie on utilise des différentes cartes de contréle. Nous donnons exemplairement une carte de
controle concernant une série d’échantillons concernant 1’exemple susdit.

=120, 0 =001, n=10, a=0.01, 5=0.05, ¢\, d5.o

o,u,00

Stop
--------------------------------------- co

————————————————————————————————————— do

cm-—frrm-—-—-—-—- —-—- - -mu0

———————————————————————————————————————— du

———————————————————————————————————————— cu

(I T N IR KB Ll | | Ne

5.3 SQC2: Controle d’acceptation

Controle d’acceptation ~ de réception etc..

Echantillons et randomisation

Probléme:

Etant clients nous recevons une grande livraison d’une marchandise. On pense par exemple a des roues
dentées. Comme nous sommes obligés de respecter les tolérances assurées par contrat pour pouvoir
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monter les piéces sans problemes et de pouvoir garantir le fonctionnement, nous devons examiner les
tolérances des pieces. Nous effectuons par conséquent un controéle d’acceptation pour pouvoir décider
sur la base des contrats si la livraison peut étre accepté ou non. S’il s’agit par exemple d’examiner de
composition chimique (p.ex. examiner si les vernis (glagure, couverte) des sevices de table contiennent
du plomb), une destruction de la piece lors de ’examen est souvent nécessaire. Comme d’autre part
un examen de toutes les parties cause des frais tres hauts, nous nous limitons aux échantillons et les
méthodes mathématiques pour tirer des conclusions valables pour la totalité de I’ensemble fondamental.
On peut controler les échantillons plus exactement qu'un grand nombre de pieces, ou la routine remplace
le soin. Si on considere les conséquences d’une fausse décision a propos de 'acceptation et de I'utilisation
d’une livraison dans la production, on s’apercoit la survie d’une entreprise en peut dépendre.

Les modalités d’'un controdle d’acceptation du client doivent étre fixées selon les conventions dans le
plan de controle. Le fournisseur peut aussi effectuer exactement le méme controle pour lui-méme. Ici,
elle s’appelle le contréle de sortie, contréle final etc..

Au tirage de I’échantillon, le hasard du choix des pieces joue un role considérable pour exclure des
falsifications systématiques et des préférences. Par conséquent il est tres dangereux de choisir aveuglement,
quelques premieres pieces. Le choix doit étre fait d’aprés un systeme de randomiser le choix. P.ex.
on peut attribuer un numéro a chaque piece. Alors on choisit les numéros qu’on trouve dans une liste
randomisée ou qui ont été générés par un pseudo—générateur de nombres aléatoires. Quant au probleme
de générer des nombres aléatoires, le lecteur est renvoyé a la littérature a cause de notre cadre étroit.
(Possibilité: Prendre des chiffres du nombre 7 développé en fraction décimale.)

5.3.1 Exemple répartition hypergéométrique, modele d’urne

En haut on a vu qu’on peut généralement distinguer entre les controles qualitatifs ou controles par
attributs (p.ex. en ordre, pas en ordre) et les controles quantitatifs ou controles par variables (mesurage
de variables).

Maintenant nous considérons un exemple de la classe des controles d’acceptation qualitatifs. Soit donné
une livraison de marchandises a N parties. M parties en sont défectueuses et par conséquent N — M
parties sont en ordre. Au lieu de considérer une livraison de marchandises, nous pouvons aussi penser a
N boules dans une urne: M sont noires et N — M sont blanches.

De la livraison resp. de 'urne, nous tirons un échantillon aléatoire consistant en n pieces et sans les
remettre, n < N. De la théorie nous savons que les résultats possibles de cette expérience forment un
modele pour la répartition hypergéométrique. Soit X = m le nombre des pieces défectueuses qu’on vient
de tirer — ou lors du modele d’urne le nombre de boules noires tirées. Sois m € {1,2,...,n}. Alors nous
connaissons de la répartition hypergéométrique:

M m n—m
aM:pd'Na pm:P(X:m):

" (%)

Pd =

Exemple: N =120, M =4, n=3
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<4> (120 - 4>
0 —
~ po=P(X=0)= 320/ 0.902507,

120
3
p1 = P(X =1) ~ 0.0950007, ps = P(X = 2) ~ 0.00247828, p3 = P(X = 3) ~ 0.000014243
= P(X<3)=P(X=0+P(X=1)4+P(X=2)+P(X=3)=1

5.3.2 Contrat d’acceptation et plan d’échantillonnage

Le producteur et le consommateur resp. le fournisseur et le client doivent étre d’accord en ce qui concerne
les conditions d’acceptation de la livraison. Les conditions d’acceptation doivent étre réglées dans un
contrat, le contrat de livraison ou le contrat d’acceptation. La description des conditions d’acceptation
débouchent dans un plan d’examen, le plan d’échantillonnage dans lequel les détails de I'examen
d’acceptation sont définis.

Nous étudions comme exemple, qui va avec la situation décrite en haut, un plan d’échantillonnage simple
(SSP, simple sampling plan).

Hyp.:

Soit X le nombre de piéces défectueuses resp. de boules noires dans I’échantillon tiré (0 < X =z < n).

Alors nous définissons:
Définition:
Un plan d’échantillonnage simple est donné par:

1.
La taille de 1’échantillon n

2.
Un nombre d’acceptation (nombre critique) ¢ € Ry

Une regle de décision:

X <c~ acceptation ‘

X >c~ lot refusé ‘

Probléme:

Généralement on ne connait pas pg = % € [0,1] lors d’une livraison. Par conséquent py est une valeur
inconnue d’une variable aléatoire Y. Ainsi il est nécessaire d’examiner la probabilité d’acceptation de
la livraison en fonction de pg par des modeles, pour pouvoir appliquer pratiquement les connaissances
acquises de fagon théorique a 'intention de diminuer les frais.

Dans l'exemple discuté en haut (répartition hypergéométrique, modele d’urne) il était X = m et
M = pg - N. Il vaut donc pour p,, = P(X = m):
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N G0 (e I O H
<n> m<ec m<ec (pd N> . (N(l —pd)>
—~ P(X=m<¢) - %SCP(X = m;) ZT;P(X:m) :mz; m <N>n_m

P(X =m < ¢) est la probabilité de trouver au maximum ¢ pieces défectueuses resp. ¢ boules noires dans
I’échantillon. ¢ est fixé par contrat, mais par contre pg = % est une réalisation inconnue de Y. Donc

P(X =m < ¢) est une fonction de Y aux parametres connus N,n,c. P(X = m < ¢) est la probabilité
d’acceptation Ly, . qui dépend de Y:

: (1-Y)
Lyme(Y):=P(X =m<c)= nf: <YmN> | <N”1_ mY > Y €10,1]

B N ’
m=0

Généralement on a toujours une fonction L.(Y) := P(X < ¢), Y = pg € [0,1] liée & un plan
d’échantillonage.

Définition: L. (Y):=P(X <¢), Y =pg€][0,1]

s’appelle fonction de probabilité d’acceptation (du lot par le
consommateur)

Le graphe de L. s’appelle courbe d’efficacité du plan
d’échantillonnage simple

Remarque: ~»  Angl. operating characteristic, OC—curve

Dans I’exemple en haut ¢ soit p.ex. ¢ = 2:

e ey (Y ;20) . (12(;@ ;Y)>

= 120
3

(Y -0120> . (120(13—5/)) (Y-1120> . (120(12—5/)) (Y -2120> . (120(11— Y)>

G I G N O

1

0.8

Spécialement: o6
L120,3,6=2(0.9) ~ 0.273052 o 4
0.2
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Qualités de L.:

L.(0) = P(X < ¢),,_, signifie qu'il n’y a pas de pieces défectueuses et par conséquent que I'acceptation
est stirte ~ Y =pg=1

Si le nombre des pieces défectueuses augmente, la chance de trouver des pieces défectueuses lors d’un
échantillonnage augmente aussi. La probabilité d’acceptation diminue donc. Par conséquent L.(Y") doit
décroitre de fagon monotone avec Y.

L.(1) = P(X < ¢)|,,_y signifie qu'il n’y a que des pieces défectueuses et que l'acceptation sera donc
refusée ~ Y =pg =0

Qualités: L.(0)=1, L(1)=0, D, =[0,1,]
L.(Y) décroissant de fagon monotone

5.3.3 L’exemple modele binomial, modeéle d’urne

En haut nous avons eu une urne et les parametres M, N, n, m. Nous avons fait ’expérience sans remettre
les pieces. La base était donc une répartition hypergéométrique. Maintenant nous voulons exécuter
I'expérience en remettant la piece chaque fois. Cela nous meéne a une distribution binomiale.

Soit H={1,2,.... M,\,M+1,...,N}
Nous pouvons considérer le fait que nous choisissons un systeme ordonné a n éléments de I’ensemble H.
Alors nous trouvons:

Nombre total de possibilités de choisir = N
Nombre total de possibilités de choisir que des pieces défectueuses = M™

Nombre total de possibilités de choisir que des piéces bonnes = (N — M)"~™

Nombre de possibilités dans I’échantillonnage de distribuer des places aux pieces défectueuses = (:1)
Le nombre de possibilités de choisir m pieces défectueuses et au méme temps n — m pieces bonnes et
en plus de distribuer les places aux pieces défectueuses, ¢.v.d. de mélanger les pieces défectueuses et
les autres, ceci nous donne le nombre d’échantillonnages a m pieces défectueuses en remettant la piece
chaque fois apres 1’avoir tirée. Si on divise encore par le nombre total de possibilités de choisir N™, on
obtient la probabilité de Laplace P(X = m):

N m Nn "Nm  Nn-m

M. (X —m)— <n>.Mm-(N—M)"_m: <n> M™ (N — M)n—m (n

Comme nous savons, nous avons ici une répartition binomiale.

La loi suivante justifie le nom:

S =30 (1) = ) =1 =

m=1

M
Hyp.: Soit n << N, m€{0,1,...,n}, P= N —
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>
Alors on peut approximer la répartition hypergéométrique par la répartition binomiale (en pratique pour
10n < N):

()

Dans ce cas il vaut pour la fonction de probabilité d’acceptation:

M N -M
G o) e

m<c
L'rb,c(Y) = P(X < c) = Z (:;) Yym™. (1 o Y)”_m
m=0

A gauche courbes pour:

! (n,c) = (5,2), (10,2), (10,5), (10, 7), (5, 5)
0.8
0.6 Observation: Un ¢ plus grand pousse la courbe
a droite. Un n plus grand pousse la courbe vers
0.4 le bas.
0.2

5.3.4 Risque du producteur, risque du consommateur

Utilisant les parametres n et ¢, Ly o(Y) = Ly o(pa) = P(X < c)|y:pd donne la probabilité P(X < c¢)
dépendante de Y = pg si pg est inconnu. Comme pg est inconnu et lorsqu’on doit décider quand-méme
(X < ¢~ acceptation, X > ¢ ~ lot refusé), il peut arriver que la décision est au désavantage du
producteur ou du consommateur, parce que pg a été mal estimé.

Si la limite de refus ou l'estimation Y = pg de la portion de rebut effectif p; est fixée trop bas
par le consommateur (Y = pg < pq), il peut arriver, que la livraison est acceptée d’aprés le
plan d’acceptation, bien qu’elle contienne une portion de rebut intolérable. Car la probabilité
d’acceptation pourrait devenir trop grande.

Définition:
L’acceptation d’un lot par le consommateur malgré trop de rebut
s’appelle erreur de la 2—iéme sorte. La probabilité d’acceptation
nécessaire 3 = Ly, (pg) = P(X < ¢) s’appelle le risque de con-
sommation. pg s’appelle limite de refus.

( Hit! A réfléchir ...)

Au fur et & mesure nous définissons:
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Définition:
Le refus d’un lot bien qu’il soit en ordre et la portion de rebut soit
tolérable s’appelle erreur de la 1—ére sorte. La probabilité liée
a=PX >¢c)=1-P(X <c¢) =1- Ly, (pa) Sappelle risque
du producteur. p, s’appelle limite d’acceptation.

Comme « et § sont des probabilités d’erreurs, il faut construire le plan d’échantillonnage (contrat!) de
fagon que les deux grandeurs deviennent aussi petites que possible. Comme on voit dans le diagramme,
il est évident qu’on atteint ce fait si on choisit une courbe trés raide (modélisation!) et si p,,) est situé le
plus que possible a gauche et pg) a droite.

Il faut y penser que les n plus grands coutent davantage.

1
o Idée:
0.3
o5 Soit emp = empirique
Choisir
0.4
e < P < (ot Y +
— — €
- Nemp_pa_ N Jemp
B
By Pg
.z o2 0.5 0.3 1

Si M devient plus grand pendant la production, on devrait maintenant le constater!

Remarque:

Echantillonnage: ~ p,, s’appelle aussi la limite de qualité acceptable ou AQL (acceptable quality
level). pg s’appelle aussi la limite de qualité tolérée ou LQ, LQL, RQL (limiting quality level,
rejectable quality level).

Normalisations:

DIN ISO 2859, US Military Standard 105 D, DIN 40080, Philips—Standard, DIN ISO 3951 , ISO 8423 etc.
1% < a% < 12%, norm. 8% < 10%, exept. 8% < 13% ... (Lit. Storm, Bibl. A12.)
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5.4 Files d "attente, processus de Poisson

5.4.1 Processus de Poisson

20
. Soit X (t) = nombre d’événements aléatoires
1= Wartezeit du t 0 5t
— temps d'attente u temps 0 jusqu’a ¢ . /
1% ~» La variable aléatoire (stochastique) dépend
du temps (~ processus) et en plus elle est
10 discrete (X () € N).
3
1
5 10 lIS =]
Définition:

Si X (¢) satisfait les conditions susdites, nous parlons d’un proces-
sus stochastique.

Comme par sa nature X (¢) ne peut pas diminuer, il vaut:

Lemme: X (t) s’accroit de fagon monotone.

Hyp.:

Pour simplifier le probléme, nous partons ici de la situation de la condition initiale X (0) = 0.

Soit AX(tQ,t) = X(to +1t)— X(to)

N

L’augmentation AX (tg,t) = de X dans l'intervalle [tg, to + t] dépend de ¢y et t.

Ici nous considérons un cas simple:

Définition:
Le processus s’appelle homogeéne, si AX (¢, t) est indépendant de
to.

Alors il vaut:
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Lemme: Hyp.:
X(t) homogene

AX(tQ,t) = X(to + t) - X(to)

The.:
AX(tg,t) = AX(0,t) = X(t)

Soit i, (t) := P(X(t) =m)

~ pm(t) est la probabilité que dans [0,t] il y a exactement m événements.

Définition:
Deux événements s’appellent statistiquement indépendants, si
l'apparition de n’importe quel des deux événements n’a aucune
influence sur 'apparition de l'autre des deux événements.

Nous considérons la situation suivante:

to <ty <te<...<tpn, AX,:=X(t,)— X(tr—1), r€{1,2,3,...,n}

Les intervalles I,. = [t,, tr — 1] n’ont rien en commun sauf les bords s’il s’agit d’intervalles voisins. C’est
pourquoi nous voulons présupposer ici que les AX,. soient statistiquement indépendants.

N

[ee]
S = > pm(At) = probabilité qu’il y a dans At 0 ou 1 ou 2 ou ...ou un nombre infini d’événements.

m=
Chaque nombre d’événements est donc possible ~ S = 1. ~»

Lemme: 1 —po(At) — p1(At) = P (AL) 1= Sy

2

S8

S5 est la probabilité que dans At il y a plus de 2 événements qui se sont réalisés. En pratique, il est souvent
raisonnable de présupposer que pour des At petits il vaut Sp =~ 0. C’est ce que nous voulons faire aussi ici:

Hyp.:

Sa =1 —po(At) — p1(At) = pm (At) =0

2

NgL:

Conséquence: ~ po(At) ~ 1 — p;(At)

En pratique il est en outre raisonnable de présupposer que la probabilité pour un événement p;(At) et
pour des temps At petits soit proportionnel au temps. C’est ce que nous voulons faire ici:
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Hyp.:

p1(At) = a- At, At <const., a >0

Théoreme: Hyp.:

1. X(0)=0

2. X(t) homogene

3. AX, (r=1,2,...) statist. indép.: € A
4. 0 < At < const. = po(At) = 1 — pi(At)

5. 0 < At << const. = p1(At)=a-At, a>0

6. So = io: pm(At) = p(At) - (At)?, |p(At)| < const.

m=2

The.:

X (t) est réparti d’apres Poisson avec A = a - t:

pon(t) = PLx(1) = m) = LD e L 27 o

Remarque:

Modele pour: X (¢) = nombre de clients qui arrivent & un bouton de
service ou X (t) = nombre de remplacements de composants avec
I'espérance de vie identique et la méme durée de fonctionnement.

Preuve:

1.

X(t) est la fréquence absolue qui s’accroit de fagon monotone < 0

~ X(E+ At) = X(t) + X(At)

~ po(t+At) =P(X(t+At) =0) = P(X(t) + X(At) =0)=P(X(t) =0 N X(At) =0)
=|c. P(X(t) =0)- P(X(At) =0) = po(t) - po(At) = po(t) - (1 — p1(At)) = po(t) - (1 — a- At)
po(t +At) —po(t) _ po(t) —po(t) -a-At —po(t)

=po(t) —po(t)-a- At = At a At o
= d%t(t) =—po(t) -a, po(0) = P(X(0)=0)=0
N——
O.k.

= PVI~»  Solution connue: po(t) = e ¢

pm(t+At P(X(t+At)=m) = P(X(t) + X(At) =m) =
P(Xt)=m AN X(At)=0) V (X({#t)=m—-1 AN X(At)=1) V ...V (X(t) =0 A X(At) =m))

J_D(X(t) = m)-P(X(At) = 0)+P(X(t) = m—1)- P(X(At) = 1)+.. .+ P(X(t) = 0)- P(X(At) = m)

= Dm(t) - o (AL) + pm—1(t) - p1(AL) + Prm—2(t) 'pQ(At) + ...+ po(t) - pm(At)
< pm(t) po(At + P 1(t p1(At)+pm z(t) 4+ .. 4 po(t) -1

~ pm(t 4 At) %pm( ) po(At) + Pm—1(t) - P1(At) = pm(t) - (1 = p1(AL)) + pm—1(t) - p1(AL)
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=pm(t) - (L —a-At) +pm-1(t) -a At =pp(t) — pm(t) -a- At + pm_1(t) -a- At =
Pt 20 = pnlt) _ pnl®) =m0 @2 A Dnca@) 0 BEZpnll) _ ) (1) 0y pyca(t)-a

dpult) -
det = —a pm(t)+a pm_i(t), X(0) =0~ P(X(0)=m>0) = pms0(0) =0
= PVI-
dpi(t
(a) m=1~ th( ) =—a-p1(t)+a-po(t) = —a-pi(t)+a-e " =, pi(0) =
~ PVI- Solution connue: pi(t) =a-t- e—at
dpa(t
(b) m:2«,> %(): —ap2(t)+ap1(t) — —a.pQ(t)+a.a.t.e_at:, pQ(O) =
. (a't)Q —at
~> PVI- Solution connue: ps (t) = — e
(a't)m —at

(¢) Induction ~ pu,(t) = e

m!

Conséquence:

La probabilité que dans 'intervalle temporel [tg, to + At] aucun événement n’est réalisé est indépendante
de ty et par conséquent = po(At) = e~ AL

Soit T = temps’attente entre deux événements, par exemple entre deux pannes (défaillances) de

composants ou machines.

~ R(t):=P(T >t) =po(t) = e ** = probabilité qu'a cause de T' > ¢ jusqu’a ¢, aucun composant
tombe en panne

~ F(t):=1—R(t) estla probabilité de survivre

~ F({t):=1—R(t)=P(I'<t)=1-—e*"~  Répartition exponentielle

Théoreme: Hyp.:
Comme au théoreme dernier
R(t) :=P(T > t)
The.:
Ft):=P(T'<t)=1-—e¢"°!
Conséquence:

Ici, la fréquence X (t) était distribuée selon la loi de Poisson. Par conséquent on peut donc conclure que
les attentes T" sont réparties selon la loi exponentielle P(T <t) =1—e %

Remarque: On peut aussi prouver le théoréeme inverse.
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Théoreme: Hyp.:
Ft)y=P(T <t)=1—e" A=a-t
The.:
At
pm(t) = W e Mt

5.4.2 Modeles de files d “attente

Lors de I'usage pratique des mathématiques dans le domaine de la planification, le probleme des quueues
ou files d’attente joue un grand role (quiches, imprimante, transmission, etc.). Considérons par ex. le
probleme de clients qui font la queue devant une caisse. Le nombre de clients qui se trouve devant
la caisse par unité temporelle est distribué d’apres Poisson. Le temps que le client emploie pour étre
servi est pour la plupart distribué exponentiellement. Les deux processus entrent donc en relation. Leur
combinaison détermine un systeme des files d’attente. Pour approfondir ce probléme intensivement, il
nous faudrait une ample théorie, ce qui déborderait le cadre de ce cours.

5.5 Estimations

5.5.1 Estimations ponctuelles

Probléme:

Soit donné un échantillon de valeurs {x1,x2,...,2,} d'un ensemble de valeurs fondamental U qui
soit inconnu dans sa totalité. Les valeurs sont atteintes une variable X dont on peut avoir un modele
pour la fonction de répartition. Pour U il faudrait estimer des paramétres comme p,o? etc. a 'aide
de parametres empiriques et connus de 1’échantillon. Comme méthode, nous utilisons la méthode
des moments. Les parametres a estimer devraient étre exprimés par les moments de la répartition
u=E(X), 0 =E((X — u)?) etc.. Dans cette intention nous utilisons des fonctions d “estimation ou
des estimations ponctuelles. Les valeurs estimées sont des réalisations d’estimations ponctuelles
en nombres. Si on veut par contre obtenir des connaissances sur 'exactitude ou la sécurité de valeurs
d’estimation, on peut calculer des intervalles estimés ou des intervalles de confiance.

Définition:
Des fonctions d “estimation ou des valeurs estimées sont des
fonctions de 1’échantillon par lesquelles nous voulons remplacer
de facon satisfaisante des fonctions aléatoires théoriques ou des
parametres de I'ensemble fondamental.

Truc: Pour les valeurs x; de 1’échantillon nous voulons maintenant introduire individuellement de

nouvelles variables Xj:

Hypotheése: z; soit une valeur pour X, zo une valeur pour X, etc.. Les variables ainsi postulées ont
toutes la méme distribution que X.

Exemple:
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i=1
I .

Valeur estimée pour o%: 5% = S?(n) = Z(X"' — X)? oder ou

n—1 e
1 & S (n—1)5?
2 _ 02(p) — ~ 2 _
Q= Q*n) = = > (Xi = X) -
i=1
Probleme:

Quelle est la qualité de tels estimations ponctuelles?

5.5.2 Propriété d’étre sans biais

Définition:
Une valeur estimée Y resp. Y,, pour un parametre Y de I’ensemble
de base s’appelle non biaisé, si la valeur probable de Y est la
méme que la valeur probable de Y. C.v.d. s’il vaut:
E(Y)=E(T)
Remarque:
Soit donné un échantillonnage {x1, x2, ..., x,}. Les variables X7, Xs, ..., X,, soient encore réparties
comme X. Il vaut donc spécialement F(X;) = E(X), i =1,...,n ainsi que 0% = BE((X — p)?) =
E(X; —p)?), i =1,...,n. Alors le vecteur de valeurs (z1,2,...,7,)7 donne une combinaison
possible de valeurs qui sont atteintes par le vecteur de variables (X1, Xa,..., X,)T (T signifie

,transposé®).Alors la moyenne de ’échantillonnage et la variance empirique sont des valeurs es-
timées pour u et o2 non biaisées.

Symbole: X;~X ~ X, répartit comme X

Théoreme:
(Moyenne fidéle a ’espérance mathématique)
Hyp.:
— X1, Xo, .o Xy~ X
1 <&
X=- zxi, p=E(X)
_ 1=
X valeur estimée pour
The.: ~
E(X) =p=E(X)
Preuve:
. 1< 1 < 1< 1
E(X):E(EZXz):ﬁZE(Xi):EZM:E-n p=p=E(X) ©
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Théoréme:
(Variance empirique fideéle & ’espérance mathématique)
Hyp.:
— X1, Xo, oo Xy~ X
1 _
§=— ;(Xi - X)% 0% = B((X - w)?)
52 valeur estimée pour o
The.:
E(S?) = 0% = E(X — p)?)
Preuve:
1 < _ 1 < _ 1 < _
B(S%) = B(— > (Xi = X)?) = —= 3 B((X; - X)") = — > B((Xi —p) + (n = X))*)
=1 =1 =1
1 < _ _
= —= > B((Xi = +2(Xi = ) (= X) + (= X))
i=1
1< _
= —— (O B — ) + BQ (X — ) (1= X)) + B((n - X)%)
i=1
= = O+ 2B(X =) (Cp— - Y X))+ B(C =~ DD X)Y)
i=1 j=1 j=1
1 n n 1 n
= (Y S B — ) (= 3 X)) + =5 Bl — 30 X))
i=1 j=1 j=1
1 n n n
= —= Q0"+ SE(Xi— ) Y (1= X))+ 5 B (1~ X;))%)
=1 =1 7j=1
= < Q0P 5 Y B ) (= X)) 5 Y Bk - X))
i=1 j=1 J=1
n 2 n
= (0 5 DB (X = ) (X ) +50%)
=t 7=l Qg indep. = =0
R 1 < 2 2
=T ot B =) g ot = oo oot - Dot Dot = T = SR D)
o2 N o2 9 1
zn_l(n—2+1):n_1(n—1)=a ©
11 vaut: . )
Q=@ = S X = P s p(@) = P B = U ot
Corollaire: Q? non biaisé.
Remarque:

En outre on peut démontrer que S n’est pas non biaisé (voir
lit.Storm, Bibl. A12).
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Remarque:
Une condition plus faible que la fidélité a I'espérance est la fidélité
a ’espérance asymptotique:
lim E(Y,) = E(Y)
n—oo
5.5.3 Consistance

Soit de nouveau X; ~ X.

Définition:

Une valeur estimée Y resp. Y,, pour un parametre Y de I’ensemble
de base s’appelle consistant ou consistant de fagon faible, s’il
vaut:

Veso lim P([Y, — Y| <e) =1
n—oo

C.—a.—d. avec la taille d’échantillon grandissante la probabilité que I'estimation ponctuelle se distingue
aussi peu que possible du parametre a estimer, converge vers 1.

Théoreme: Hyp.:
_ _ 1 <&
X =X(n) - ;Xi
S? = $2(n) ni : g(xz _X)?
Q= Q) =+ gm x-S
The.:
1.

X est une estimation consistante pour p

2. lim Var(S?) — 0, lim Var(Q?) — 0 oder ou X; € [-M, M]
Tgoo n—oo

52 et Q2 sont des estimations consistantes pour o2

Pour la preuve nous utilisons le lemme:
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Lemme: Hyp.:
Vi X~ X
E(X,) = B(X) =
Var(X;) = Var(X) = o>
The.
1. E(X)=pu

Preuve: (Lemme)

2. Var(X) = B(X — ) = B 32X = (3 )?) = Bz (O X0) = (010)?)
= B = m)) = 5 BOY (X ) (X i) = > B((X;
=1 1,7=1 1,7=1 it
= % YN E(Xi - p)?) = o=
Quant a la preuve du théoréme:
Var(Y)

Utiliser Tschebyscheff: P(|Y — E(Y)| >¢) <

e2

L. lim P(|Y, = Y| <¢e)= lim P(|X —pu| <e)= lim (1 — P(|X — u| > ¢))
n—oo

n—o00 n—oo % 2
) _ Var(X

1 lm PO -pl>e),  P(X-p>e) < 0RO

n— o0 3

= lim P(| X —pu|/>e)=0 = lim P(|X —pul<e) =1
n—oo n—oo

ne?

2. lim P([Y, — Y| <e)= lim P(|S? — 0% <e)=1— lim P(|S?—0o? >¢),
n—oo n—oo

n—oo
Var(S?) 1 1 -
< — = — _

P(|S? — 02| > €) = P(|S? — E(S?)| > ¢) = Var(

- g2 g2 n—1 4
=1

(X; — X),(X; — X) indépendants pour i # j
1 1 < _ 1 & 1 _
(p- 116) ~ =5 Vaar( Z(Xi X)) == ZVar(n (X; — X)?)

=—5—0, n— o0

Z(Xi - X)?)

155
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Autres notions

Efficacité, exhaustivité, rendement etc, voir lit.

5.5.4 Intervalles de confiance 1

Notions

Si on veut gagner des connaissances sur l'exactitude ou la sécurité de valeurs d’estimation, on peut
calculer des intervalles estimés ou des intervalles de confiance.

Soit Y resp. Y,, une estimation ponctuelle pour un parametre T de ’ensemble de base.

Soit I = (Gy,G,)

I1=(G., Gl o PG, <E(Y)<G,)=c=1-a
, ‘ ?,/ , Exemple:
G.=Y —g v Go=Y +q € =0.95295% oder ou &= 0.99299%
Définition:
I = (G4, G,) s’appelle intervalle de confiance & la probabilité
de confiance e =1 — a.
Remarque:

Les intervalles de confiance intéressent en pratique!

Exemple moyenne

Exemple:

Soit X réparti d’apres Gauss avec la variance 02 qu’on connait. On cherche l'intervalle de confiance p
pour e =1 —qa.

2

Nous savons: X € N(u,0?) = X¢€ N(u,%)
X —
X € N(p,0?) & Z= EenN,1)
o
. o? X —pu
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Pour ce qu’on va faire, nous étudions Ila
répartition normale N (0, 1). Si on travaille en
utilisant des calculateurs, la restriction a la

1-g situation standard n’est pas nécessaire. Si on
travaille comme jadis avec les tableaux, il faut
la restriction.

iz

Nous savons:

1. F(x) =

2. ®(z)= [ %6_

av2ﬂ

I —g

(1 u

= P(X <) = ®(x; p, 0?)

S dt = P(Z < 2) = (20,1)

—00

X_
3. 7= H

g

~ Soit P(z

€ N(0;1) & X € N(pu;0?)

) =®(20,1)=P(X <2z)= fz

—00

e~ dt ~ B(b) = P(X < b)

~ Soit ¢ := ®(z4) = P(24;0,1) ~  quantile ¢ (Ordre q)

On voit dans I'esquisse:

Formule: Zg=—721—q, P(z1_q) =1—q=1—P(z)
. _ 2 — — 2 X — W
Soit z~» N(0,1), X~ N(u, %) et F(X)=F(X,pu%)=3( :0,1)=g¢q
X - o
~»  Transformation: Z = =pu+7Z —
U/\/_ vn
Lo 1 , .
Soit T = - Z T (Valeur moyenne de I’échantillonnage)
Soit z =z, ME Y R
_qu o T T
TR £ P
~  Ilvaut: (2, <0!) ¥
o o o

Me[x+zq\/—

Zq\/—] ( _7 [Zq\/—

<:>|$— |<|Zq|\/ﬁ ©$€[M+2q\/—aﬂ \/ﬁ]

Important:
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= ®(21-q) — (1 = ®(21-¢)) =2P(21-4) — 1

= 2—a= 2(1)(21—11)) q)(zl_q) —

‘1
Formule: D(z1_q) =1— % = / \/ﬂ - dt D(z) = / dt

Par conséquent nous appellons z, borne a bipartite de la répartition de Gauss normalisée ®. z, est le

quantile de la valeur %.

Exemple avec des nombres: a =0.05=5%
S| 2 0.05
~ B2y = [ e Tdt=1- — =0975

—00

Programme en Mathematica:

| FindRoot [Integrate [E~(-t~2/2)/Sqrt[2 Pil, {t, -Infinity, z}] == 0.975, {z, 1}]|

Output:

| {z -> 1.95996}

~ Nous trouvons donc z1_4 ~ 1.960.
Soient, 7 =156.38, 02 =0.20, n = 16.

~ 521—@20.95:P(u€[X—i—zq%,f(—zq%])
V020 0.20

~ P(u € [156.38 — 1.960 Y= 156.38 4+ 1.960 Y—-—
(mel T TE])
~ P(p € [156.161, 156.599]) ~» I = [156.161,156.599] = [a,b], b — a ~ 0.438269

I est I'intervalle de confiance pour la probabilité de confiance e = 1 — a = 0.95. La probabilité que u est
situé a I'extérieur de cet intervalle, est o = 0.05.

5.5.5 Fonctions de test importantes

Souvent on ne connait ni x4 ni o. Ca signifie qu’on doit travailler avec des estimations. Alors il se pose
la question d’apres les types des fonctions de répartition correspondantes, si on doit remplacer p et o
par des estimations. Comme les résultats sont proprement étonnants, nous devons maintenant déduire
quelques faits.
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_ n n _ n _ n n n n
Soit (X=X X, = Y(X;-X)=(>X;)—nX= ZXi—n% >Xi=Y X;i—> Xi=0
=1 =1 =1 =1 =1 =1 =1
_ n
UiZ(Xi—X), ZUzZON’)
i=1
Les variables U; = (X; — X ) sont dépendantes.
n
~ Pex. Uy ==>_U;
i=2
n ’ n n
S 0= =(SUP=N 0+ Y Ul
i=1 i=1 (i#k A i,k=1)
n n n n n n
= Ut=-Y U+ > U -Uy,=-Y U+ > Ui-Ug+Ur- 3 U+ Ur- Y Ui
i=2 (i#k A i,k=1) i=2 (i#k A i,k=2) k=2 i=2

n n n n
=-X U+ UirUet (=X U)X Uk + (=
=2 i=2 k=2

n
Uk)- > U; = h(Uz,Us, ..., Up)
(i#k A i,k=2) i 2 i=2

i U12 = h(UQ, Ug, . . ,Un)
~»  Les variables U? = (X; — X)? sont dépendantes.

Lemme: B _
Les variables U; = (X; — X) et aussi les variables U? = (X; — X)? sont
dépendantes.

En outre il est évident qu’'une transformation de coordonnées X; — X; — i resp. X, — X; — 4 n’a pas
d’influence sur la dépendance ou indépendance. Nous utilisons le symbole suivant:

Symbole: X; indépendant < X; € {9V}
X; dépendant < X; € {#}

Lemme: Hyp.:
{X:} € {0} resp. {X;} € {M}

The.:
{Xi —n} € {0} resp. {Xi—p} € {4}

¢

S

i € N(0,0?) ne restreint pas d’autres conditions.

Soit X; € N(0,02), Qn =3 (X; — X)?
~s

Il est possible d’écrire @@, comme somme de n — 1 variables au carré qui sont indépendantes. C’est ce
que nous allons déduire:
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Lemme: Hyp.
X; € N(0,02), Qn =3 (X;—X)?
i=2
The.
n—1
HYl7Y27~~~,Yn716N(O,02), (o} Qn = Z:Q Y;-Q
Preuve: (Lemme) Sei
Vi = (X, - Xy)
1 = T2 1 2
1
Y, = 2—3(X1 + Xy —2X3)
Yo1 = 7()(1 +Xo+. .+ X _(n_l)Xn)
(n—1)-n
1
Y, = ——(X14+Xo+...4+X, 1+ X,
Jn (X1 +Xo+... + 1+ )
Y1 aiy ain X1 X1
~ )= S R R
an an1 Qpn X n X n
1 1
— 0 0
V1-2 Vv1-2
1 1 2
. . . 1
V2-3 V23 V23 7
M = : 0 = (51, an) =
i i —(n—1) s
(n—1)-n Vin-=1)n /(n—-1)-n
1 1
vn ND
o 1 1 1 j
P.ex. Z; = ' ' , ' ' - ' ' — ' ' o0,..., 0)
VO -G+D VO -GFD VO -G+HD VG G+
J
Soit j <k <mn
~ 22 = (), %) = ,1, : L + , 1, : L +
! VO G0 VB G Vi Gr Ve e
J J =

GRS RY R

Y R R CE A OB DR CR Y

7 5,_: ;2 ;2 1 ? o J 2 _
ro (\/<j>-<j+1>) (\/<j>-<j+1>) +(\/<j>-<j+1> * \/<j>-<j+1>)

: 1 A A

O ESMOE DR T
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Soit i < (2 1 L 1 L
oit j =n~ Z -Z, = (%, 7 —t—— —

! G)-G+1) vn VG G+ vn
n 1 ro g Jj—J 1,

Soit j =k =n~

1 2
%) + (

L)Q_i_ 12 .1

E A

n

7y =0ip, MM"=E = M"=M" = —det M =det MT =det M~ = det M = +1

1
det M1

Conséquence: ~» M orthogonale:

- - - - - - - - - n
X (M- M) X=XT"-FE-X=XT =(X,X)=X? X =1Y], > X2=>Y?
i=1 i=1
D’apres la construction on avait:
1 _ _
Vo= T (X4 KXot X+ X) —VnX = Y2=nX%~
o 1 - 2 1 ¢ 2 2 - 2 - 2 T w2
Yo = 5(2&) =n-(= ZXz‘) =n-(X)" = QH=Z(X1-—X) :Z(Xi)—2XiX+X
=1 =1 1=1 1=1

n B n n B n B B B n B
(@) - 2X Y x)+ (X = (X)) - 2XnX) + X% = (3 ](X2) - (nX?)

i=i i=i i=i i=i i=i

n n—1
= Qo)) - (v =) ()

=1 =1
Les Y; sont indépendantes comme on voit par la définition des V;. lest Y;—1 = Y;_1(X31, Xa,. .., ), Y=
Yi(X1, Xa, ..., i41). Il est donc possible de changer la valeur d’une variable sans toucher les valeurs des
autres variables. ~ ©
Lemme:

n—1 _ n _ _ n—1 _ _
SYAP+Y,=Q,+nX? =Y (X; - X)?+nX?= Y2 +nX? Y2=nX?
=1

% =2 i=1

n n
YXP=2YP
i=1 =1

On outre nous utilisons le théoreme suivant de la page 119:
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Théoréme:
Somme de variables indépendantes et distribuées de facon nor-
male
Hyp.:
Soient X7, Xo, ..., X, indépendantes, distribuées de facon normale avec
Moyennes i1, pt2, - - . in
Variances 0,03,...,02
The.:

n
Z X; distribuées de fagon normale

n

Moyenne p = Z i

2 _ 2

Variance o :

) s
MS»—A

i=1

Les X; soyent indépendantes et € N(pu, 0?), k < n. Par conséquent les termes de la somme dans Yj,

X _ k Xk S . . )
¢.v.d. \/k (k+1) TG T /e GkeD sont aussi indépendantes et il vaut (voir page 135):
n I I k 1 k
Yk = + +...— =0
g ; \/kz-(k+1) V- (k+1) k:-(k:+1) \/k; (k+1) \/k:-(k:+1))
n o2 o2 o2 k4 k2
2(Y) =Y o = ot (—k)? 2 2
SO YLy s s s Sl vy ey S e e
Y, o2
2,1k 2 2
=0 (?)Z(—) o (Yk)ZF)_l“"
Lemme: Hyp
X, EN(M,UQ), X; € {@}, k <n,
1
Yi=———— X1+ Xo+ ...+ Xy — kX
k T D) (X1 2 k k+1
The.:
Y
— e N(0,1
L e N (O, 1)

Qn 1 =y &
1 L xn 2 _ i o\ 2
Soit Y= =53 V=) “5=—> (Xi-X)~

g “ " :
1=2 1=2 =1

Y est une Somme de n — 1 variables au carré TYTL € N(0,1) qui sont distribuées de fagon normale. Les Y;
sont indépendantes. Y est donc réparti selon la loi x? avec n—1 degrés de liberté! On a donc le théoréme:
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Théoreme: Hyp.:
Xl) )XHEN(M)UQ))E{@}
1 &
X==>X
"o
1 o .
V=5 (X X)?
i=1
Y exp
X —
Soit Z = /n Uu«» 11 vaut:
_ —1) - . _ _
7=V g CUVE g ie 5 (Ze(9) o X e o))

D’autre part on voit:

k<n—1~ Y, =Yu(Xy,...,Xp1), X = ZXi:X(Xl,...,Xn)«» On peut changer le Y},

sans changer le X et et vice versa.

k=n—1~ Yo1=X -X(X1,....,.Xn)+ X2 X, ~ On peut aussi changer le Yj, sans changer le X
et et vice versa. ~»

Théoreme: Hyp.:
X1,..., X, € N(u,0?),€ {O}
1 &
X=- ZXi
1=1
1< -
Y=— > (X - X)
i=1
X —
Z=yn—Ht
o
The.:

{Y, 2} c {9V}
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Conséquence:
2 . . . Z S
Avec Z € N(0,1) et Y € x;_; on peut construire la variable aléatoire T = ﬁ qui suit donc la
n—
loi de la répartition de Student.
On déduit donc:
X—u 1 X—u 1 X —u
T = = . =
Vi — Vn—; NG V- —
o2n—1 —
Corollaire: Hyp.:
X1, Xn € N(p,0%), € {0}
_ 1 ”
5_
n
= ; — X 2
-1 X )
L=1
\/_
The.:

Tet, 1

Remarque:

Considérons que nous connaissons maintenant la fonction de répartition de T =

y a a coté des valeurs d’échantillon X; seulement le . On a donc ici un moyen en main qui peut servir a
obtenir de 'information sur le p a partir des valeurs de 1’échantillon!

5.5.6 Intervalles de confiance 11

Probléme:
A cause de la consistance, nous savons que pour les grandes échantillons, X est une bonne estimation de
1. Mais comment est-ce que se présente la chose pour les échantillons petits?

Estimation de la moyenne a la variance inconnue et des petits échantillons

IR .
Z(X,L- — X)? et n. Nous en

i=1

_ 1 <&
Soient données les valeurs d’un échantillon X = — - ZX,-, S =
n n—1

construisons la variable T = /n - K qui suit la loi de Student a n — 1 degrés de liberté. Nous

connaissons les fonctions liées:

n+1 n+1
I( ) I( ) 7

fo) = —2 . ! CF(2)=P(T<2) = 2n-/ 1 du
‘/nﬂr(? (1+ )(n+1)/2 \/nﬂf(g (1+ )(n+1)/2
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On voit de f(z) que la fonction de distribution est symétrique a I'axe y. Il vaut donc:
F(—¢)=1-F(z) = P(-¢c<T <¢)=P(T<¢)-P(T < —c)=F(¢c)—F(—c) = F(x)-1+F(c) =2 F(z)-1

Pour une probabilité donnée P(—c < T < ¢) = v = 1 — a on peut donc calculer le ¢ de I'equation
vy=2F(c) — 1.

A T'aide d’une valeur ¢ connue on pout maintenant en conclure ’extension de l'intervalle de confiance:

X —pu —c- S c-S - - ¢S = c-S
—c<T= . <c = —X<pu<—-X = X—-— <X+ —,
€= Vi 5 = vn ="h="Tn \/ﬁ—M— +\/ﬁ
_ .S s
I=[X - =X+ =]
n n
Méthode:
1. Donné: {z1,x2,...,2,}, y=1—«
_ 1 n 1 n B X—M
2 X==") X;, S= X, —X)? T=vn-
- n Z n—lz( ) v S

Exemple avec des nombres

Soit v =0.95, a =0.05 Créer les données:

Programme en Mathematica:

<< Graphics‘Graphics‘;

<< Statistics‘DescriptiveStatistics‘;

gamma = 0.95;

m = Table[243.79 + 2.9 Random[], {n, 1, 25}]

Output:

{246.21, 244.807, 244.481, 245.184, 246.195, 245.083, 244.915, 246.492,
243.98, 243.993, 246.646, 244.568,

245.833, 243.864, 246.659, 244.947,

246.081, 243.834, 245.631, 244.54, 246.166, 245.966, 245.905, 246.605,
246.645%

Programme en Mathematica:
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meanM = Mean /. LocationReport[m][[1]];
standD = StandardDeviation /. DispersionReport[m] [[2]];
{LocationReport[m], DispersionReport[m], Length[m]}

Output:

{{Mean -> 245.409, HarmonicMean -> 245.406, Median -> 245.631},

{Variance -> 0.93796, StandardDeviation -> 0.968484, SampleRange -> 2.82473,
MeanDeviation -> 0.8572, MedianDeviation -> 0.823889,

QuartileDeviation -> 0.819016}, 25}

Programme en Mathematica:

flz_, m_] :=

Gamma[(m + 1)/2]/(Sqrt[m Pi] Gamma[m/2]) /(1 + z"2/m)"~((m + 1)/2);
f[u, Length[m] - 1];
Plot[f[u, Length[m] - 11, {u, -5, 5}];

On voit dans 'esquisse la densité de la loi de
Student f(z,24).

Maintenant nous calculons ¢ directement avec Mathematica. Ceux qui n’ont pas les moyens pour un tel
calcul, doivent avoir recours tableaux!

Programme en Mathematica:

{"c", ¢ = ¢ /. FindRoot[gamma == 2 Evaluate[Integrate[f[u, 15],
{u, -Infinity, c}] - 1, {c, 2}] // Chop,

"Interv",{xU = meanM - standD c/Sqrt[Length[m]],

x0 = meanM + standD c/Sqrt[Length[m]]}}

Output:

| {"c", 2.13145, "Interv", {244.996, 245.822}}

Programme en Mathematica:
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ml = Select[m, (xU - 0.000001 < #1 < x0 + 0.000001) &]

Output:

| {245.184, 245.083, 245.631}

Programme en Mathematica:

| Complement [m, ml]

Output:

{243.834, 243.864, 243.98, 243.993, 244.481, 244.54, 244.568, 244.807,
244.915, 244.947, 245.833, 245.905, 245.966, 246.081, 246.166, 246.195,
246.21, 246.492, 246.605, 246.645, 246.646, 246.659%

Solution:
Comme on peut remarquer, la moyenne p se trouve avec une probabilité de 95% dans lintervalle

I = [244.996,245.822] (X ~ 245.409). Par contre la plupart des données se trouve a l'extérieur de cet
intervalle. Ca nous montre la qualité de I'estimation X de p.

5.5.7 Intervalles de confiance 111

Probléme:
A cause de la consistance, nous savons que pour les grandes échantillons, S? est une bonne estimation de

o2. Mais comment est-ce que se présente la chose pour les petits échantillons?

Estimation de la variance a la moyenne inconnue et les petits échantillons

A la page 163 on a constaté:

Théoreme: Hyp.:
Xl; .. ')XTL € N(Ma 0-2)56 {@}
_ 1 n
X=—- X;
1 n - n — 1 o
Yz; (X; — X)) = = S
=1
The.:
Yexi
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Conséquence:
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Y= P(C < Y) =1- P(O <Y < C) =1- (FXQ,n—l(C) - FXQ,TL—I(O)) =1- FXQ,TL—I(C)

Remarque:

Comme la variance est toujours positive, nous nous contentons
ici d’'une estimation seulement dans une direction, par contre a
I'estimation dans deux directions pour l'intervalle de confiance

pour /.

Nous savons:

0 x <0 o2
@) = { K,anf et >0 Fx)=K, [u= e *du
0

Nous pouvons donc calculer cde y = P(c <Y) =1— Fy2,_1(c).

-1 —1 —1
o<V =108 5 0<o?< 82 o2 a0, 1287
o2 c c
Méthode:
1. Donné: {z1,x2,...,2,}, y=1—«
1 < n—1
2. S? = X;—X)?2Y = 5?2
e n—1 ;( ' ) o2

3.~ y=1—-F2p_1(c)~ ¢

n—1

4. ~ a* €0, 5?1 avec la probabilité ~

c

Exemple avec des nombres

Soit v =0.95, a =0.05 Créer les données:

Programme en Mathematica:

<< Graphics‘Graphics‘;

<< Statistics‘DescriptiveStatistics‘;

gamma = 0.95;

m = Table[243.79 + 2.9 Random[], {n, 1, 25}]

Output:

{244.584, 244.288, 245.634, 245.936, 244.285, 245.569, 245.374, 246.273,
243.942, 244.729, 244.258, 246.685, 246.468, 245.045, 245.432, 244 .24,
245.035, 246.111, 246.083, 243.971, 245.717, 244.192, 246.688, 244.861,

244. QQL}
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Programme en Mathematica:

var = Variance /. DispersionReport[m] [[1]];
{LocationReport[m], DispersionReport[m], Length[m]}

Output:

{{Mean -> 245.213, HarmonicMean -> 245.21, Median -> 245.045},

{Variance -> 0.768021, StandardDeviation -> 0.876368, SampleRange -> 2.74647,
MeanDeviation -> 0.753255, MedianDeviation -> 0.760244,

QuartileDeviation -> 0.842562}, 25}

Programme en Mathematica:

chilx_, n_] := 1/(2°(n/2) Gammal[n/2]) x~((n - 2)/2)E~(-x/2);
Plot[chi[u, Length[m] - 1], {u, 0, 60}];

06

05
On voit dans I'esquisse la densité de la loi de
khi deux chi(x,24).

04
03
02

© o o o oo

.01

10 20 30 40 50 60

Maintenant nous calculons ¢ directement avec Mathematica. Ceux qui n’ont pas les moyens pour un tel
calcul, doivent avoir recours aux tableaux!

Programme en Mathematica:

{"c", ¢ = ¢ /. FindRoot[gamma == 1 - Evaluate[Integrate[chi[u, 15],
{u, 0, c}11, {c, 40}] // Chop, "Interv", {xU = 0, x0 =((Length[m]l-1)/c) var }}

Output:

| {"c", 7.26094, "Interv", {0, 2.53858}}

Solution:
Comme on peut remarquer, la variance o se trouve avec une probabilité de 95% dans l'intervalle
I =10,2.53858] (5% ~ 0.768021). Par d’autres "runs” on obtient: v = 0.99 ~» I = [0,3.52486], v = 0.90

2
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~ 1 =10,2.15667]

5.5.8 Intervalles de confiance IV
Remarque concernanr la loi binomiale

Fonction de probabilité:

n xr n—=r
f(x)ZP(XZx)=< >p*q , g=1—p, p=np, o> =npq

Probléme:
On cherche un intervalle de confiance pour p de la répartition binomiale.

Pour des n grands la formule d’approximation est valable:

f(x)%f*(x)=\/w17-e‘é, Zzg, Z e N(0,1)

Soit X le nombre de succes a ’occasion de n répétitions de I’expériance. Puis on peut argumenter comme
il suit:

N=P(c<Z<d)~ [ f*(v)da
1

e .
= c=... > —c< 7=

=<c¢c = —<co+pup<X<+Hc-og+u
o

5.5.9 Calcul automatique des domaines de confiance

Pour le lecteur moderne, il est certainement clair qu’aujourd’hui on a des programmes d’ordinateur a
disposition pour toustes les méthodes standard. Avec Mathematica (par exemple V.4.0) on calcule des
domaines de confiance comme il suit:

Exemple:

Intervalles de confiance pour la moyenne et la variance, niveau de confiance 0.9. Lois utilisées comme
base: Loi de Student pour la moyenne (mean) et loi de x* pour la variance (var).

Programme en Mathematica:

<< Statistics‘Confidencelntervals‘;

data = {2.2, 1.3, 0.8, 1.0, 1.1, 3.1, 3.4, 3.3, 2.2, 0.5};
{"mean->", MeanCI[data, ConfidenceLevel -> 0.9],

"var->", VarianceCI[data, ConfidenceLevel -> 0.9]}

Output:

| {"mean->", {1.25473, 2.52527}, "var->", {0.638868, 3.25072}}
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5.6 Tests de signification

5.6.1 Hypotheses

Idée:

Tester un parametre signifie de postuler d’abord des hypothéses concernant la position du parametre
en question et ensuite d’étudier la probabilité de I'hypothése. Normalement ce processus meéne a un
refus ou dans l'autre cas a la tolérance resp. a accepter ’hypotheése sur la base d’une probabilité de-
mandée. Nous voulons étudier au moyen d’exemples caractéristiques, comment ¢a fonctionne exactement.

Méthode:

Nous commencons par 1’hypothése nulle Hy: P.ex. nous postulons qu’'un parametre z respecte
une valeur de consigne zo: Hy = (z = zp). P.ex. Hy = (= po)

Autres exemples:
HOZ(Z%ZO) @HQZ(ZSZQ), HQZ(Z{ZQ) @HQZ(ZZZQ)

Normalement on oppose une hypothése alternative H; avec une petite probabilité a a
I’hypothése nulle avec une grande probabilité, p.ex. ici H; = (z # z9). Maintenant on peut
étudier la probabilité de la différence z— zy par le moyen d’une répartition de test convenable. (Avec
20, ’hypothése nulle entre ici comme condition aussi dans la procédure.) Normalement on utilise une
estimation convenable ((z) pour z et on a une taille d’échantillon donnée. Si sous la condition d’une
probabilité a petite qu’on a utilisée pour calculer, la valeur qui est actuellement présente favorise
quand—meéme ’hypotheése alternative, on a a faire a un événement rare. Une différence aléatoire est
donc improbable. A I’hypothese alternative il faut donc attribuer une probabilité qui est plus grande
que celle (o) qu’on vient d’utiliser. Par conséquent on repousse I'hypothese nulle. Dans lautre cas,
on ne peut pas attaquer la petite probabilité de 'hypothese alternative. Par conséquent on ne peut
pas repousser I'hypothése nulle. On doit la tolérer ainsi resp. on laccepte ("au niveau o).

5.6.2 Alternative bilatérale, test de Student

Exemple: Donné:
X € N(u,0%), Ho= (p=po) ~ Hi=(p+#po), ((n)=2=1n

1o est une valeur qu’il faut respecter selon 1’accord et qui est donnée par les plans.

Soit Z = 127.3, po =128, s=1.2, n =20, a=0.01

On peut utiliser comme distribution de test la fonction de I’échantillon ”différence normée” ou 1’écart
de po. Ici on insére comme base aussi I’hypothese nulle en forme du terme X — io. 1o est appliqué a zéro
lors de la normalisation. B

~ T = X — o

Sivm V"

Important:
~ T satisfait une répartition t avec n — 1 degrés de liberté.
F(n—i—l) 1 F(n—i—l) < 1
T f(T) = —==2 - o Flo)=——3 / o du
( Vrrl(5) (14 L2yt ( Vnr (%) (14 22y

—00
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~  Etudier: P(T|>¢) =«

La probabilité que sous la condition p = o la différence normalisée soit plus grande que c, est ici égale
a une probabilité donnée . a est donc un nombre qu’il faut fixer de fagon raisonnable.

Définition:

« s’appelle niveau de signification.

11 vaut:

P(T|>c¢)=a ©P(|T|<c¢)=1-q,
P(IT|<¢)=P(—c<T <¢)

=F(c)— F(—¢c)=F(c)— (1= F(c)) =2F(c) — 1,
l—-a=2F()—1 = 2-2F(z) =«
1—F(x):%«» c=...~

P(T|>¢)=a =

(lTreall > C)Pza ad (ﬂ(lTreall < C))P:a

X—Mo

C-

V)

= ﬂ((_C < Treal = \/ﬁ S < C))p:a = (ﬂ(_
& (X < —L; + po) V (% ¥ o < X)) pea

vn vn

5
_l’_
=

Maintenant nous calculons ¢ directement avec Mathematica. Ceux qui n’ont pas les moyens pour un tel
calcul, doivent avoior recours a des tableaux!

Programme en Mathematica:

alpha = 0.01;

flz_, n_] :=
Gamma[(n + 1)/2]/(Sqrt[n Pi] Gamma[n/2]) /(1 + z"2/n) " ((n + 1)/2);

{"¢", ¢ = ¢ /. FindRoot[
alpha/2 == Evaluate[l - Integrate([f[u, 20], {u, -Infinity, c}1], {c,2}] //
Chop, "Interv", {-c, +c}}

Output:

| {"c", 2.84534, "Interv", {-2.84534, 2.84534}}

. c-s c-s -
(X < = + o) V (—n + po < X)) P=a

2.84534 - 1.2 2.84534-1.2
~ (1273 < ————— +128) V (——— + 128 < 127.3)) p—o.
(( m ) ( m ))P 0.01

& ((127.3 < 127.237) vV (128.763 < 127.3)p—g.o1 < (127.3 ¢ [127.237,128.763]) p=o.01
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Résultat: Ainsi avec une probabilité de o = 0.01, 127.3 ne devrait pas étre trouvé dans l’intervalle
[127.237,128.763]. Mais 127.3 se trouve justement dans cet intervalle. Ca signifie que c’est comme ¢a
parce que I'hypothese nulle Hy = (1 = po) est correcte ou parce que c’est comme ¢a par hasard. Ici on
ne peut donc pas refuser ’hypothése nulle sur la base de ce test et le niveau de signification
a = 0.01. Cependant si 127.3 était a ’extérieur de I'intervalles, la probabilité serait 0.01. Sur la base de
notre philosophie de test il faudrait donc refuser ’hypothese nulle.

Attention:
Petite probabilité ne signifie pas inpossibilité

Remarque:
La méthode de test que nous venons d’utiliser ici s’appelle test
de Student parce que nous avons utilisé la loi de Student comme
fonction de distribution.

région d “acceptation, domaine de rejet

Dans l'exemple qu’on vient de discuter, I'hypothese alternative a été repoussée parce que la valeur
calculée de l'estimation se trouvait dans l'intervalle trouvé et pas a l'extérieur de l’intervalle. Nous
parlons ici du domaine d’acceptation et des domaines de refus (voir esquisse).

Attention:

]

Ce n’est pas la régle que les domaines de re-

Verwerfungsbereich Verwerfungsbereich jet soient symétriques. Ils peuvent se trouver
|l,l(l . ALz
: _ aussi seulement d’un coté.

» Reégion de mefet Armahmebereich = Reégion de nejet

» Région d acceplation
5.6.3 Alternative unilatérale, test de Student

Nous considérons ici le cas Hy = (z = zp) contra H; = (z > z9) ~ test alternatif unilatéral.

Exemple:

Quelqu’un a jeté au hazard une monnaie N(U) = 10’000 fois. Il a réalisé N(E) = 5094 fois la face resp.
Parmoirie. Comme il vaut h(E) = % = 0.5094, on doute de I’hypotheése nulle Hy = (pgp = 0.5). Par
conséquent il faut donc tester Hy contre I’alternative unilatérale et supposée Hy = (pg > 0.5) au niveau

de signification o = 0.05.

Soit X = nombre de faces. La valeur de consigne pour p = 0.5 est X = 5000 (la distribution bi-
nomiale s’approche de la distribution normale). L’échantillon est distribué d’aprés la loi binomiale
Bi(10’000; 0.5)=N (u, 02). Donc il vaut:

_ (w—p)?
202 du,,

p=np, o> =npg=np(l—p), P(X <c)

T
e/
= — e
- 27 o?
— 00
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d
— X — 1 u
d=""F 7-2"F o pX<¢)= — /e‘Tdu:P(Z<d)
o o V2
—0o0
. d
Hy = (pg >05) = P(X > )gy=(pp=05) =0 = P(X<c¢)=P(Z<d)=1-a=— /e T du
V2T
—o0
Avec des nombres sur la base de ’hypothese nulle p = 0.5:
w=mnp=10000-0.5=5000, 02 =npg=10000-0.5-(1—0.5) = 10’000 - 0.25 = 2’500, o = 50
X — X — 5’000
Z = g _ 50 =0.1X —500, X = Z-50+5000=50Z+ 5000
o
d
1 u?
PX<¢)=PZ<d)=1-a=095=— /e‘Tdu
(X<o9=P(Z<d) NE
—o0

Programme en Mathematica:

alpha=0.05;
root = FindRoot[

Integrate[E~(-u~2/2)/Sqrt[2 Pil, {u, -Infinity, d}] == 1-alpha, {d, 1}];
{d1 =d /. root, 50 d1 + 5000}

Output:

| {1.64485, 5082.24}

Par conséquent nous trouvons comme le résultat la barriere & ¢ = 5082.24 sur la base o = 0.05. La
probabilité de 'hypothese alternative Hy = (pg > 0.5) est P(X > ¢)py=(pp=0.5) = P(X > 5082.24) =
0.05. Mais par contre & cela nous avons constaté: H(E) = N(F) = 5094 avec P(X > 5082.24) = 0.05.
Avec H(FE) = 5094 il s’est donc réalisé un événement classifié comme rare avec la probabilité < 0.05. Par
conséquent on ne peut pas considérer I'hypothese alternative comme accidentelle et on ’accepte donc
sur la base de @ = 0.05. L’hypotheése nulle est donc repoussée. Par conséquent sur cette base la monnaie
n’est pas considérée comme homogene. Comme on voit, le domaine de rejet ou domaine critique est ici
unilatéral. ({X | X > 5082.24}).

Calcul direct

Une autre méthode plus courte consiste a calculer directement p; = P(X > 5094) et de comparer ce
nombre avec la probabilité significative o = 0.05 = P(X > ¢)py=(pp=0.5) de 'hypothese alternative
Hy = (pg > 0.5). Si on trouve p; < o = 0.05, 'hypothése alternative n’est pas aléatoire et il faut donc
rejeter 'hypothese nulle.

Programme en Mathematica:
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sigma = 50; mu = 5000; cH = 5094;
pl = 1/(Sqrt[2Pi ] sigma) Integratel
E"(-(mu-u)"2/(2 sigma~2)),{u, a, b}1/. {a->cH, b->Infinity}// N

Output:

0.030054

Conséquence: p; = 0.030054 < o« = 0.5~  refuser Hy

5.6.4 Risques (aléas) aux tests

En raison d’un test, il peut étre possible qu’on refuse accidentellement et faussement une hypothese
nulle correcte ou qu’on ne refuse pas accidentellement et faussement une fausse hypothese nulle. Nous
avons déja rencontré une chose pareille aux intervalles de confience. Par conséquent nous reprenons les
notations:

Définition:
Si nous refusons par hasard une hypotheése nulle vraie en raison
d’un test, nous commettons une erreur de premieére sorte.

Nous faisons une erreur de lere sorte si nous acceptons 'hypothese alternative a la place de I’hypothese
nulle. L’hypothése alternative est réalisée par la probabilité a (nombre significatif).

Conséquence:

La probabilité d’une erreur de leére sorte est exactement le nombre significatif «.

Définition:
Si par hasard nous ne refusons pas une hypothese nulle fausse
en raison d’un test, nous commettons une erreur de deuxiéme
sorte.

Si nous commettons une erreur de la deuxiéme sorte, & la place de ’hypothése nulle, p.ex. Hy = (z = zp),
une hypothese alternative Hy; = (z = z1) serait correcte. En raison de Hy on a construit une fonction de
test qui est fausse. On devrait construire la fonction de test correcte en raison de Hy. 3 soit la probabilité
pour la réalisation de I’hypothese alternative liée & Hy par rapport a ¢ qui était calculé a la base de Hy. Par
conséquent 3 est égal au nombre significatif d’une nouvelle hypothese alternative par rapport a la nouvelle
hypothese nulle H;. Par conséquent 1 — 3 est la probabilité de ne pas refuser la nouvelle hypothese nulle
H, et par conséquent de refuser la vieille hypothese nulle Hy, c.-a.-d. d’éviter une erreur de la 2eme sorte.
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Définition:

La probabilité 8 d’éviter une erreur de la 2eéme sorte s’appelle le
pouvoir du test.

La probabilité 1 — 3 de ne pas éviter une erreur la 2eme sorte
s’appelle le risque de la 2éme sorte ou le risque du produc-
teur.

Le nombre significatif ou la probabilité d'une erreur de la lere
sorte s’appelle aussi le risque de la lére sorte ou le risque du
consommateur.

Remarque:
Un c plus grand signifie en effet un a plus petit, cependant ¢a
signifie aussi un 1 — 3 plus grand. Avec un n plus grand on obtient
normalement des courbes plus fines. «a étant donné, 1 — 3 devient
plus petit. Le degré de séparation du test augmente.

5.6.5 Test khi deux pour la variance

Exemple:

Soit X; € N(p,0?), 09 =50, n=20, s> =613, Hy= (¢ =03), Hi = (0% >})

Remarque:

0% > 02 est la seule alternative intéressante.
S2 1 (X; —X)? S2
— = 2 Y;eNO1) = T==(Mn-1
o2 n—1 Z o2 Z ) o2 (n—1)

i1
SQ
T = =5 (n — 1) est réparti d’apres la loi x2_;.
90
Soit @ =0.05~ P(T>c)peeso=a=0.05 = P(T<c)peeso=1—a=0.95

Programme en Mathematica:

chilx_, n_] := 1/(2°(n/2) Gammal[n/2]) x~((n - 2)/2)E~(-x/2);
alpha = 0.05; sQ = 61.3; sigmQ = 50; n = 20;
{"c", ¢ = ¢ /. FindRoot[

1 - alpha == Evaluate[Integratelchilu, n - 1], {u, 0, c}]1, {c, 40}]
// Chop, "Interv", {xU = 0, sQc = c sigmQ/(n - 1) }}
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Output:

| {"c", 30.1435, "Interv", {0, 79.325}}

L’hypothese alternative signifie qu'une valeur quelconque soit située a I'extérieur de I'intervalle {0, 79.325}
avec une probabilité o = 0.05. s> = 61.3 cependant est situé & U'intérieur de I'intervalle. II n’existe donc
pas de raison d’accepter ’hypothese alternative et de repousser I’hypothese nulle.

5.6.6 Tester automatiquement

Exemple:

Avec Mathematica, citation de la litérature officielle: (Il faut considérer la base des lois normales et de
Student!)

A test of a statistical hypothesis is a test of assumption about the distribution of a variable. Given sample
data, you test whether the population from which the sample came has a certain characteristic. You can
use functions in this package to test hypotheses concerning the mean, the variance, the difference in two
population means, or the ratio of their variances.

The data that is given as an argument in a test function is assumed to be normally distributed. As a
consequence of the Central Limit Theorem, you can disregard this normality assumption in the case of
tests for the mean when the sample size, a, is large and the data is unimodal. The test functions accept
as arguments the list of univariate data, a hypothesized parameter and relevant options.

Hypothesis tests for the mean are based on the normal distribution when the population variance is
known, and the Student a distribution with a degrees of freedom when the variance has to be estimated. If
you know the standard deviation instead of the variance, you can also specify KnownStandardDeviation
— std.

The output of a hypothesis test is a pvalue, which is the probability of the sample estimate being
as extreme as it is given that the hypothesized population parameter is true. A twosided test can be
requested using TwoSided — True. For more detailed information about a test use FullReport — True.
This causes the parameter estimate and the test statistic to be included in the output. You can also
specify a significance level using SignificanceLevel — siglev, which yields a conclusion of the test, stating
acceptance or rejection of the hypothesis.

Programme en Mathematica:

<< Statistics‘HypothesisTests‘;
data = {35, 33, 42, 32, 42, 43, 37, 44, 41, 39};
MeanTest [data, 34, KnownVariance -> 8, SignificancelLevel -> 0.9]

Output:

{OneSidedPValue -> 4.01256 * 10°-8,
"Reject null hypothesis at significance level" -> 0.9}

Programme en Mathematica:
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| MeanTest[datal, 38, KnownVariance -> 10, SignificanceLevel -> 0.1]

Output:

{OneSidedPValue -> 0.211855,
"Fail to reject null hypothesis at significance level" -> 0.1}

Programme en Mathematica:

| MeanTest[datal, 38, KnownVariance -> 10]

Output:

{OneSidedPValue -> 0.211855,
OneSidedPValue -> 0.211855

Programme en Mathematica:

| MeanTest [datal, 38]

Output:

OneSidedPValue -> 0.286061

Programme en Mathematica:

| MeanTest [datal, 38, KnownVariance -> 10, FullReport -> True] // TeXForm

Output:

\{ {{\Mvariable{FullReport}}\rightarrow
{\matrix{ 38.8 & 0.8 & \Muserfunction{NormalDistribu
tion}() \cr 1} }},
{{\Muserfunction{OneSidedPValue}}\rightarrow
{0.211855}}\}
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Mean Testhitat Distribution

FullReport
{ FPOEE S oa g 0.8 NormalDistribution[]’

OnedidedPValue — 0. 211855}

5.6.7 Vue d’ensemble d’une recette de test

1.
Résumer le probléme en question par une hypothése ~» hypotheése nulle p.ex. Hy = (a = ag). Ici
on a donné une valeur ag et une estimation a = ag. A la valeur « il doit exister une fonction de
répartition X avec spécialement X = a

Souvent il n’est pas directement possible de donner un énoncé (assertion) de probabilité concernant
Hy = (a = ap). Par rapport & Hy on formule donc une hypothese alternative H; dont il est possible
de trouver une assertion de probabilité a 1’aide d’une fonction de répartition et d’un intervalle
convenable. Un exemple est ’hypotheése alternative unilatérale H; = (a > ag).

Transformer X de fagon bijektive et monotone en une autre variable aléatoire Z = g(X) (répartition
de tet!), dont la fonction de répartition est directement calculable ou dont on a donné les valeurs
dans un tableau. ~ X = g~1(Z). Si g est bijektive et continue, g et g~! sont strictement monotones.
Des inégalités par rapport a Z se transforment en inégalités par rapport a X.

Par rapport & H; = (a > ag) = H; = (ap < a) et en considération de la répartition de X,
la proportion 7ay < a < a1” ou "ap < X < ay” a une probabilité grande si a; est une valeur
convenable que la proportion "a; < a” ou "a; < X7 soit improbable. A cause de la monotonie, ces
proportions obtiennent apres la transformation p.ex. la forme ”g(ag) < g(X) = Z < g(a1)” resp.
p.ex. la forme "g(a;) = ¢ < g(X) = Z7.

Soit donné une probabilité proposée (nombre siginificatif «); on peut résoudre I'inéquation P(c <
Z) =aresp. P(Z <c¢)=1— «a d’aprés ¢ a l'aide d’ordinateurs ou de tableaux. ~ ¢

¢ < Z correspond p.ex. & a1 = g (c) < X = g~ }(Z). S’il vaut maintenant pour I'estimation ag €
(¢, 00), un a un événement rare pour I’hypothese alternative dans un intervalle oti la probabilité a est
petite. La réalité ”tombe dans un intervalle improbable”! On ne peut donc pas rejeter I’hypothese
alternative. C’est pourquoi on rejette ici ’hypothese nulle.

5.6.8 Test de compar. de moyennes I

On voit toute suite qu’on peut distinguer deux échantillons divers: Premierement ceux qui consistent en
individus différents et deuxiémement ceux qui consistent en valeurs obtenues de fagon différentes, mais
obtenues aux mémes individus. Nous considérons ici le deuxieéme cas.

Exemple: Donné:

Deux échantillons: On a mesuré a deux endroits différents A, B a la méme piece des données par la
méthode V4 et par la méthode Vp:
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I o | i |di=zi—y|
15.46 | 14.37 +0.09
16.35 | 16.36 —0.01
14.11 | 14.03 +0.08
19.21 | 19.23 —0.02
17.89 | 17.82 +0.07
15.66 | 15.62 +0.04

Nous avouns ici & faire & deux échantillons conjoints qui contiennent des valeurs en paires (x;,y;) et les
variables affiliées (X;, X;). Nous voulons présupposer que tous les X; resp. Y; soient indépendants de i
et aient des variances 0% resp. o3 égales.

A ces conditions, nous voulons tester les hypotheses Hy = (ux, = py;) contre les alternatives unilatérales
Hy = (px; > py;)-

Nous savons que les variables sont distribuées selon la loi de Gauss et que par conséquent les différences
d; = x; — y; ont une variable D qui est distribuée selon la loi de Gauss avec up = ux — py et
02, = 0% + o%. Maintenant nous pouvons tester a I'aide du test de Student I’hypothese nulle pp = 0

contre 'alternative up > 0.

B 1 n 1 n .
~ = Zi:dizo.0416667, o= |—7 ;(di—d) = 0.0470815, po =0, a=0.05, n=26
D—po X —po o TS Z8
9(Xx) S/Vn S/v/n ~ g (%) MO"‘\/ﬁ MO"‘\/ﬁ

Plce<T=2)=a=005 = PT<0)=1-a ~ ¢

S
c<Z sg i )<g 2 smt =g )<g(Z)=X
vn
0.0470815
S0+c—r—"=c-0.0192209=g '(c) < g ' (2) =X

V6

? _
~»  Question: ¢-0.0192209 < X = d = 0.0416667 ~

Programme en Mathematica:

alpha = 0.05;
flz_, m_] :=
Gamma[(m + 1)/2]/(Sqrt[m Pi] Gamma[m/2]) /(1 + z"2/m)"~((m + 1)/2);
FindRoot [
1 - alpha == Evaluate[Integrate[f[t, 5], {t, -Infinity, c}]], {c, 3}]
// Chop
Output:

| {c -> 2.01505%}
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~  ¢-0.0192209 = 2.01505 - 0.0192209 = 0.0387311 < 0.0416667 = d

laved

Evénement rare, ne pas rejeter I’hypothese alternative, rejeter I’hypothese nulle.

5.6.9 Test de compar. de moyennes 11

Nous considérons le cas de deux échantillons indépendants {x1,...,z,} pour X € N(ux,0%) et
{y1, .- Ym} pour Y € N(uy,0%) avec en générale n = nx # m = ny et ox = oy. Soient données les
estimations T pour ux et correspondamment 7, sy, xy. Il faut tester 'hypothese nulle Hy = (ux = py)
par contre & alternative Hy = (ux > py ). On voit tres vite que maintenant a cause de nx # ny on ne
peut plus construire avec les différences une nouvelle variable. Pour construire quand méme une variable
de test, on a donc besoin d’un peu plus de théorie. A cause du cadre, nous renongons ici a une dérivation
plus vaste et nous nous contentons du le résultat:

Formule:
A nos conditions, la variable suivante satisfait la loi de Student avec
nx +ny — 2 degrés de liberté :
\/nxny(nx+ny—2) X-Y
Txy = :
nx +ny Vinx —1)S% + (ny — 1) 5%
Exemple: a = 0.05
I o [ vi [di=zi—wy]
15.46 | 14.37 +0.09
16.35 | 16.36 —0.01
14.11 | 14.03 +0.08
19.21 | 19.23 —0.02
17.89 | 17.82 +0.07
15.66 | 15.62 +0.04

[ 1548 | | |

Soit Ho = (ux = py), Hi= (ux > py)

~ A TYaide de Mathematica:

a = {15.46, 16.35, 14.11, 19.21, 17.89, 15.66, 15.48};
b = {14.37, 16.36, 14.03, 19.23, 17.82, 15.62};

Length[a]
7

Length[b]
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6
LocationReport [a]
{Mean -> 16.3086, HarmonicMean -> 16.1616, Median -> 15.66}
LocationReport [b]
{Mean -> 16.2383, HarmonicMean -> 16.0372, Median -> 15.99}
DispersionReport [a]
{Variance -> 2.93031, StandardDeviation -> 1.71182, SampleRange -> 5.1,
MeanDeviation -> 1.29265, MedianDeviation -> 0.69,
QuartileDeviation -> 1.02}
DispersionReport [b]
{Variance -> 4.04326, StandardDeviation -> 2.01079, SampleRange -> 5.2,
MeanDeviation -> 1.565, MedianDeviation -> 1.725,
QuartileDeviation -> 1.725}
alpha = 0.05; n = Length[a] + Length[b] - 2;
flz_, m_] :=
Gamma[(m + 1)/2]/(Sqrt[m Pi] Gamma[m/2]) /(1 + z"2/m)"((m + 1)/2);
c=c/.
FindRoot [
1 - alpha == Evaluate[Integrate[f[u, n], {u, -Infinity, c}]1], {c, 3}]
// Chop
1.79588
nX = Length[al; nY = Length[b];
mX = Mean /. LocationReport[a][[1]];
mY = Mean /. LocationReport[b][[1]];
sX = StandardDeviation /. DispersionReport[a]l[[2]];
sY = StandardDeviation /. DispersionReport[b][[2]];
{nX, nY, mX, mY, sX, sY}
{7, 6, 16.3086, 16.2383, 1.71182, 2.01079}
const = Sqrt[((nX - 1)sX"2 + (Y - 1)sY"2) (nX + nY)/(nX nY (nX + nY - 1))]
0.987397
c * const
1.77325

c * (mX - mY)

0.12614
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> Ple<Txy)=a T:Txy:\/anY(nX+nY_2)- X-Y
’ nx +ny Vnx —1)S% + (ny — 1) S%

~ (¢ <Txy)a=0.05 < |a=0.05":

. ((nx—l)Sgch(nY—1)512/)'(nx+m/)<(f_f). ((nx =1)S% + (ny = 1) S3) - (nx + ny)
nxny(nx+ny—2) nxny(nx+ny—2)

~ 1.77325 < 0.12614

La derni¢re proposition n’est pas vraie, c.-a.-d. (¢ < Txy) n’est pas satisfait ici. On ne peut donc pas
accepter I’hypothese alternative et par conséquent on ne peut pas refuser 'hypothese nulle.

5.7 Autres méthodes de test

5.7.1 Une classification des tests

En principe on peut inventer des criteres quelconques pour classifier les tests. Pour nous les deux
typologies suivantes nous rendent service:

Des tests de paramétres, p.ex. il faut tester Hy = (ux = py).

Des tests libres de parameétres, p.ex. les tests de rang ou le test des signes (signum).

Les tests qui dépendent d’une loi de répartition, p.ex. des tests de parametres.

Les tests qui ne dépendent pas d’une loi de répartition, p.ex. des tests de rang. Ou en outre
des tests de la qualité de la loi de distribution ol on examine si une répartition est compatible
avec les valeurs empiriques.

5.7.2 Test libre de parametres: Le test du signe

Exemple: Donné:

Quantités de vente quotidiennes de deux équipes de travail comparables Aet B avec des taches identiques
pendant 10 jours. On a noté seulement la différence W4 — Wp en unités de calcul. On teste I’hypothese
nulle ou les deux équipes ont les mémes capacités contre 1’alternative ot ’équipe A réalise une vente
systématiquement plus haute que B. Soit a = 0.05 (petit): Si de la réalité on obtient comme résultat une
probabilité P < «, H; devient remarquable, improbable ou ”significative”.
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Wy—-Wp ||09]21]11(00|11|—-04|14)|06]05]0.1
signum + 1+ 1+ - | + - + |+ 1+ +

Il vaut: Hy = (Wa =Wpg) vrai~ P(sgn(Wy —Wpg) =" +") = P(sgn(Wp — Wy) =" +")

La valeur 0.0 peut étre tracée, car la décision ne peut pas changer. Ainsi nous avons 8 fois ”4” parmi 9
valeurs.

Idée:
Soit X = nombre de 74" entre les n valeurs. Sous la condition de Hy X est réparti selon la loi binomiale
avee p = 0.5 (P(sgn(Wa — W) = +) = Plsgn(Wg — Wa) =" +").

7
~ P(X>8)=1-P(X<T7) -y —k;_l_z<9>pkq9k
k=0 k=0 \F

P(X
:1—% (2)05%59 k=1-05° i ()—1—059( <z>—<g>)zo.0195313

k=0
= P(X >8)~0.0195313 < a=0.05

On Pa donc a faire ici & un événement rare avec X = 8 qui a été réalisé, bien qu’il vaille P(X > 8) ~
0.0195313 < P(X > ¢) = a = 0.05. Pour les mémes réflexions qu’avant, il faut donc accepter une
hypothese alternative et rejeter par conséquent ’hypothese nulle. Mail si 'on avait a = 0.01, on ne
pourrait pas accepter d’hypothese alternative et on ne pourrait donc plus rejeter 'hypothese nulle.

5.7.3 Test d’adaptation de Khi deux

Probléme:
Il faut examiner au moyen d’un test, si une variable donnée suit la loi d’une fonction de distribution
F(t) donnée. C’est ce que nous voulons étudier par I’exemple suivant:

Exemple: Donné:

1. Evénements disjoints A1, ..., A, qui sont des résultats d’'une expérience aléatoire.

AinAg={}, i#k UL =0
2. P(A;) =p; inconnu~~ Ho= (P(4;)=pi), i=1,...,n

3.
Test de Hp: Prendre un échantillon de la taille n, n; = | A;]
4 F 1 i (npt _nt zrn: s (1 ni)Q
. Formule: 7= = v (1——
i=1 i=1 i=1 Vi

on peut démontrer que 7T est une approximation de la loi de x? avec m — 1 degrés de liberté, si m
est assez grand, voir. p.ex. lit. Kreyszig, Bibl. A10 et Bibl. A7 (Cramer).

Trouver la décision: Des reflexions analogiques aux exemples qu’on vient de traiter nous menent a la
décision de refuser Hy dés que la valeur de 7 surmonte ¢ = x2 ,, ; (¢ = borne supérieure de I'intégrale &
la valeur ).
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Exemple: (vgl. Lit Kreyszig, Bibl. A10.)

Gregor Mendel, expériences avec des pois, hybrides. p; supposé d’apres les ”lois de Mendel”.
Supposition: ng:ng:nc:np=9:3:3:1~ Résultat:

A B C D m =4
rond, jaune rond, vert aréts, jaune aréts, vert total
n; 315 108 101 32 556
py o 3 3 T 1
i 16 16 16 16
np; 312.75 104.25 104.25 34.75 556

Test de la supposition avec « = 0.05: ng:np:nc:np=9:3:3:1

(312.75 — 315)? N (104.25 — 108)? N (104.25 — 101)? N (34.75 — 32)2
312.75 104.25 104.25 34.75

~ A TYaide de Mathematica:

(312.75 - 315)72/312.75 + (104.25 - 108)72/104.25 + (104.25 - 101)°2/
104.25 + (34.75 - 32)°2/34.75

0.470024

chilx_, n_] := 1/(2°(n/2) Gamma[n/2]) x~((n - 2)/2)E"(-x/2);
alpha = 0.05; m = 4; {"c",
¢ = ¢ /. FindRoot[
1 - alpha == Evaluate[Integrate[chil[u, m - 1], {u, 0, c}1], {c,
8}] // Chop}

{"c", 7.81471}

~ A Décision: 7 = 0.470024 < cq—0.5 = 7.81471 ~» Hy n’est pas refusée! Probleme: 7 est une
approximation de la loi de x2, si m est assez grand. Et chez nousonam =4 ...

Remarque:
Un événement A; pourrait aussi étre que X tombe dans un cer-
tain intervalle [z;, x;11). Avec les intervalles, la situation continue
est aussi représentée. Ainsi on peut tester si une fonction est
distribuée de fagon normale.

5.7.4 Quant au test de Fisher

A la page 125 vous avons vu:
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Théoreme: Hyp.: Distribution F
The.
my1 + mo P —_—

1. F(z)=P(F <) s ) e, £ dt

T) = T) = —5 7 my? - my / g

N(5)T(5) (mat+ma) ™=
2 f(@) ; r=y

X = mq m.

f(@)=Epy mx 2 L(ma+my-x)" " 2 L or>0

Maintenant il vaut (preuves voir lit. Kreyszig, Bibl. A10):

Théoreme: Hyp.:

Variables aléatoires V1, Vs € {Q} ainsi que Vi € x2,, V2 € X2,

The.:
V= E;Z; est réparti selon la loi F
<0 = F(x)=0, 0<z = F(z)=P(V <uz)=
™) w w [ e

Théoreme: Hyp.:

Variables aléatoires

X1, Xy, V1,000, Yy, € {Q}) sowie X; € N(u1,0%), Y; € N(uz,03)
S%,S3  Estimations de 0%, 03

Variances empiriques

The.:

S5 /o3
liberté

est réparti selon la loi F avec (ny — 1,n2 — 1) degrés de

Conséquence:

SQ
Pour Hy = (07 = 03) on obtient V = S—; On a donc un moyen pour tester 1’égalité des variances!
2



5.7. WEITERE TESTVERFAHREN — AUTRES METHODES DE TEST 187

5.7.5 Tableaux de contingence

A T’aide du test de x? on peut aussi tester I'indépendance statistique de deux variables aléatoires X
et Y. Nous considérons un exemple de tableaux de contingence. Les clients qui achetent le produit A, B
ou C'y sont répartis dans des classes d’apres leur 4ge. On y voit les fréquences (valeurs empiriques):

Nk Y=A Y=B Y =C ;.
X €[16,30) || n11 =132 | ni2 =778 | ny3 =592 || ny. = 1502
X e [30, 55) no1 = 55 Nog = 304 No3 — 248 no. = 607
X €[55,85) || m31 =25 | ngz =111 | ng3 =155 || n3. =291
n.k ng =212 | no=1193 | n.3 =995 n = 2400

n.g, Mi. ~  fréquence marginales
Probléme: Est—ce-que X et Y sont statistiquement indépendants?

Idée:

Nous considérons les valeurs empiriques n;k, n;.,n.p comme réalisations de nombres d’occupation
théoriques et attendues n - p;k,n - pi.,n - p.p. Nous pouvons maintenant poser la question comme
hypothese nulle. L’indépendance statistique signifie que pour la probabilité il vaut: p;x = p;. - p.k-

~  Hy= (pit = pi- - D-k)

ik Lo ;. Lo n.k Lo
—— est une valeur éstimée pour p;r, — est une valeur éstimée pour p;., — est une valeur éstimée pour
n n

n
p.x- L'indépendance doit donc signifier:
n;. MN.k Ng. " N.k

Nik
~  Ho= (pik =pi. px) = Ho = ( =——)=Ho=(ni =
n n n n

)

En outre on peut démontrer:

Théoreme:
La variable aléatoire suivante est distribuée approximativement selon la loi
2 .
X(r—1)-(s—1)°

r s (m Nk _nik)Q

1k=1 "

7

Au moyen des fréquences aux limites nous calculons les valeurs d’occupation estimées attendues:

ng. - N.k

Ho~n-pj =~ = Uik

Win Y=A|Y=B|Y=C
X € [16,30) || 132.677 | 746.619 | 622.704
X €[30,55) || 53.6183 | 301.73 | 251.652
X €[55,85) || 25.705 | 144.651 | 120.644

r s (TLZ,.‘TL.E _ntk T s

Dvaut: 7= > Z ik — = T=t=...

i=1k=1 ,L i=1 k=1
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Soit = 0.01

~ A TYaide de Mathematica:

vl = {{212, 1193, 995}}; v2 = {{1502, 607, 291}};
matrV = {{132, 778, 592}, {55, 304, 248}, {25, 111, 155}};
matrU = Transpose[v2].v1/2400 //
N; matrV = {{132, 778, 592}, {55, 304, 248}, {25, 111, 155}};
t={1, 1, 1}.({1, 1, 1}.((matrU - matrV)~2/matrU)) // Evaluate

20.5737

chilx_, n_] := 1/(2°(n/2) Gamma[n/2]) x~((n - 2)/2)E"(-x/2);

alpha = 0.01; r=3; s=3; m=(r - 1D(s - 1);

{"c¢", ¢ = c /. FindRoot[
1 - alpha == Evaluate[Integrate[chil[u, m], {u, 0, c}]1, {c, 8}] //
Chop}

{"c", 13.2766}

?
~  Décision: t = 20.5737 < cq=0.1 = 13.2766
>
Hy refusée! Probleme: T est une approximation de la loi de x?2, si r, s sont assez grands. Et chez nous on
ar=s=4...



Kapitel 6

Fehlerrechnung, Regression,
Korrelation — Calcul de ’erreur,
régression, corrélation

Extrait de: Wirz, Bibl. A15, Script & Math < Ing, & Analysis ¢ Analyse <, kurz & biindig. Avec
supplément

6.1 Fehlerrechnung (Abhingigkeit) — Calcul de Ierreur
(dépendance)

Sous la notion de calcul d’erreur, deux types de problemes différents sont traités dans la littérature:
Premierement le probleme de la transplantation d’erreurs de mesure a 'application de fonctions lors de
grandeurs mesurées inexactes. Et deuxiemement le probleme des erreurs de grandeurs qui marquent des
données statistiques (p.ex. la moyenne) qui dépend d’ordinaire d’une grande quantité de données. Ici,
nous voulons traiter le premier type d’erreur. Le deuxieme est traité dans appendice (édition séparée) a
ce script.

6.1.1 Das Problem der Verpflanzung — Le probleme de la dépendance

Situation: (a): y = f(x)
Gemessen wird On mesure x £ Az ~ y+ Ay =7

A1) A ¥} {ftx) Af(x)
Yo Y= Y=Yy
:n Y = fix,) Y,
1 _Ax WY, Y,
/ ///-f Y szsb_ X Y, /};IE:--___:(_ Ax | Ax | X
X, X%, X%, T\ XXX, Ax X X X

N

yo = f(xo0), y1 = f(@1), y2=f(x2), Ayr=|y1 —yo| =7, Ayo=|yo —wo| =7

Situation: (b): y= f(z1,,Z2s--+sTng)
Gemessen werden die Werte z1,, %2, ..., %n, der Variablen xi,xs,...,2,. Bei kontinuierlichen Mess-

189
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werten gibt es immer Ableseungenauigkeiten, die aber abschitzbar sind. Diese zugehorigen ,,Messfehler

betragen Azq, Azo,...,Ax,. Die ,exakten Werte“ zj, & = 1,...,n liegen daher in den Intervallen
[k, — Az, Tk, + Azyg]. Zudem sei eine Funktion f(x1, 29, ..., z,) gegeben, mit deren Hilfe eine weitere
Grosse berechnet werden muss. On mesure les valeurs x1,, T2, - - ., n, des variables x1, za, ..., z,. Pour
les valeurs de mesures non—discretes il y a toujours des inexactitudes quand on lit les échelles,mais elles
sont estimables. Les erreurs de mesure qui en résultent sont Axy, Axo, ..., Ax,. Les "valeurs exactes”
xf, k=1,...,n sont donc situées dans les intervalles [z, — Axy, xp, + Azy|. En plus on a donné une
fonction f(x1,x9,...,2,) & laide de laquelle on doit calculer une valeur en plus.

Probléme: In welchem Intervall liegt der ,, wahre“ Wert f(z7,z5,...,2%)7

Dans quel intervalle la valeur "exacte” f(z}, x5, ..., z}) est—elle située ?

6.1.2 Verwendung des totalen Differentials — Appliquer la différentielle to-

tale
Ty T1g
Soit ¥ = ), ®y = : , (@) = flar,2,...,2,), Di > |Axg| (Dy ist eine bezifferbare
Tn Ty

Schranke. Dy est une borne connue.)
Aus der Theorie des totalen Differentials weiss man: De la théorie de la différentielle totale on sait:

Af = f(@o + AT) = f(£0) = Awy [, (80) + ...+ Awy [, (0) + O[2]
(O: Glieder hherer Ordnung Termes d’ordre supérieur)

~ Af =~ Ary f, (T0) + ...+ Axy fr (20)

~ [Afl < [Az[fe, (@0)] + -+ Al [ f7, (@0)] < Du|fe, (£0)| + .- + D | f7, (£0)] := Afimaa

Théoreme: Hyp.:

Messsituation wie oben beschrieben Situation de mesure comme décrit en
haut,
f c D(l)

The.:
|Af] < Dy |fy, (%0)] 4 ...+ Dy |fiw(x'6)| = A faz

Conséquence:
f(f*) = f(xfaxﬁa .. ,302) € [f(fO) - Afmaxa f(fO) - Afmax]

Définition: |Af| heisst absoluter Fehler s’appelle erreur absolue,
A
| 7 (_‘,f) | heisst relativer Fehler s’appelle erreur relative.
Zo

Exemple 1: f(z,y) =2ty = Afpnew =Ds|1|+Dy|+1|=D,+ D,
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Exemple 2: f(xay) =Ty = Af'maa; = DJ, |yO| + Dy |x0|

1
Exemple 3:  f(2,49) =~ = Afuas = Du|—|+ Dy |9
Y Yo Yo
Exemple 4: f(z,y) =2Y = Afmar = Dalyo - xgu_1| + Dy |2’ In(zo)|

Exemple 5:

1
f(x) =22 =22 +4 —sin(z) + In(z) = Afpae = Dz |220 — 2 — cos(zo) + 5|

Remarque: Diese Beispiele zeigen, dass die oft gedusserte Meinung, es geniige
mit den extremen Werten zu rechnen, wohl dusserst falsch sein
muss. Ces exemples démontrent que 1’opinion souvent commu-
niquée, qu’il suffit de calculer avec les valeurs extréemes, doit étre
completement fausse.

Exemple 6:

Messwerte: Valeurs de mesure:
a = 364.76 & 0.05m

b = 402.35+0.05m

v = 68°14' £ 4

~ v~ 1.1909 4+ 0.002

c="7

~ c=/a%+ b2 —2ab cos(y) ~ 431.38
Jc
da
2a—2b cos(y)
2/a% + b2 —2ab cos()

Jdc Jdc
Dy -|=|+ D, |—]| =
[+ Dy |51+ Dy |

Iy
2b—2
14005 a cos(7y)
2/a? +b% —2ab cos()

= Acmam:Da'l

2ab sin(y)
2./a? +b% —2ab cos(y)

=0.05-|

| +0.002 |

~ 0.02498 + 0.03096 4 0.36762 ~ 0.424 = c £ AcCmqs = 431.38 £0.424

6.2 Regression — Régression

6.2.1 Der Begriff — La notion

Donné:

Stichprobe von Beobachtungen Epreuve au hasard d’observations (z1,41), (z2,%2), -+, (Zn, Yn)
xy, z.B. Maschineneinstellung p.ex. réglage (positionnement) de la machine,

yr = f(zr) Messung mesurement.

Probléme: Interpretation des Verhaltens der Messwerte (Gesetz)?
Intérpretation du comportement des mesures (lois)?



192 KAPITEL 6. FEHLERECH., REGR., KORR. — CALC. DE L’ERR., REGR., CORR.

Z.B. Vermutung: Die Messwerte liegen auf ein-

. ~
er passenden Geraden oder sonstigen Kurve. .? , /'/, L
P.ex. supposition: Les points mesures sont ’(v"/_’./- -
situés sur une droite qui convient ou sur une //. . "// ?
autre courbe. P 7/ "
/. e .
Probléme: -

Wie findet man die ,beste® Gerade (resp.
Kurve)?  Comment trouver la ”meilleure”
droite (resp. courbe)?

~ Problémes:

1. Berechnung der Parameter der hypothetischen Kurve. Calculer les parametres de la courbe hy-
pothétique.

2. Beurteilung der Zuverlidssigkeit der getroffenen Wahl. Juger 'authenticité du choix qu’on a fait.

Die so gefundene Kurve trigt den etwas unverstdndlichen Namen Regressionskurve.
La courbe ainsi trouvée porte le nom un peu incompréhensible de courbe de régression.

Wieso dieser Name? Der Name stammt aus einer Beschreibung von Beobachtungen von F. Galton 2!
zum Grossenwachstum von Menschen. Galton hat festgestellt: Pourquoi ce nom? Le nom vient d’une
description d’observations de F. Galton 2! quant a la croissance de I’étre humain. Galton a observé:

1 Grossere Viter haben grossere Sohne. Les peres plus grands ont des fils plus grands.

2 Jedoch beobachtet man die Tendenz, dass grosse Viter grosse Sohne haben, die aber im Mittel
kleiner sind als die genannten Véter selbst. Es ist also ein Riickschritt ~» Regress vorhanden.
Mais par contre on observe la tendence que les peres plus grands ont des fils grands mais qui sont
en moyenne plus petits que les péres dont on parle. Il s’agit donc d’un régression.

Soit x = Grosse der Viter grandeur des peres,

y = Grosse der Sohne grandeur des fils.
y(x) = ax + b Gerade droite
~ ,,Regressionsgerade“ ”droite de régression”

Der Begriff Regressionsgerade ist also historisch verankert, hat aber inhaltlich nichts mit der Mathematik
zu tun. La notion de droite de régression est donc fondée par I'histoire. La signification de cette notion
n’a rien & faire avec les mathématiques.

6.2.2 Methode der kleinsten Quadrate — Méthode des carrés minimaux
Das Problem — Le probléme

Probleme: Welche Kurve ist die ,beste“ Kurve? — Wie ist das Kriterium , beste“ definitorisch am
verniinftigsten zu fassen? Quelle est la ,,meilleure“ des courbes? — Comment est—ce qu’il faut définir le
critéere "meilleur” dans ce cadre de fagon raisonnable?

Da wir Menschen selbst entscheinden miissen, was unsere , Vernunft® sein soll, konnen wir hier
,verniinftig® mit ,6konomisch®* und daher mit ,pragmatisch und ,einfach“ gleichsetzen. Wir wéhlen
daher hier ein pragmatisches Vorgehen. (In der Literatur ist eine etwas fundiertere Begriindung iiblich,
auf der Grundlage des ,Maximum-likelihood-Prinzips.) Comme nous, étres humains, devons décider
nous—-mémes ce qui est notre “raison”, nous pouvons remplacer ici ”raisonnable” par ”économique”,
donc par ”pragmatique” et ”simple”. C’est pourquoi nous choisissons ici un chemin pragmatique. (Il est
de coutume dans la littérature de présenter une explication un peu plus étoffée, basée sur le principe de
” maximum-likelihood”.)

21Engl. Naturforscher Naturaliste anglais, 1822 — 1911
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Important: Dass die gesuchte Kurve eine Gerade oder sonst irgend eine Kurve ist, lisst sich theo-
retisch nicht exakt entscheiden. Man kann nur zu Aussagen kommen wie ,,die eine Kurve ist wahrschein-
licher als die andere®. Denn dass die gefundenen Messwerte iiberhaupt auf einer stetigen Kurve liegen,
beruht auf einer Arbeitshypothese, die wir nach Descartes mit dem Argument der Erfahrung und der
Arbeitsokonomie begriinden. On ne peut pas décider de fagon théorique que la courbe cherchée est
une droite ou n’importe quelle autre courbe. On peut seulement affirmer que ”1'une des courbes est plus
propable que I'autre”. C’est une hypothése que les valeurs mesurées sont situées sur une courbe continue,
hypothese que nous faisons d’apres Descartes, nous basant sur l'expérience et 1’économie du travail.

Die Begriindung der Methode — La déduction de la méthode

Probléeme: Durch eine ,Punktwolke* von Messwerten soll eine ,,beste* Gerade gelegt werden. Wie ist
vorzugehen? Il faut tracer la "meilleure” droite a travers un "nuage de points mesures”. Comment
faut—il procéder?

Idee 1: 1Idée 1:

?
Versuche ¢ so festzulegen, dass die Summe y +\t+ + + -I-/?
der Abstéinde zu g gleich 0 wird. Essaie de )
déterminer g de fagon que la somme des dis-

+
tances a g devienne 0. ‘I/F ++\++

Probleme: Diese Methode funktioniert nicht, da offensichtlich (Skizze) mehrere passende ,beste“
Geraden moglich sind.  Cette méthode ne fonctionne pas car visiblement (esquisse) plusieurs droites du
type "meilleure” sont possibles.

Idee 2: 1Idée 2:

Lege die Gerade so, dass die Summe der Be-
trage der Abstéinde minimal wird.

Choisis la droite de fagon que la somme des
valeurs absolues des distances a g soit mini-
male.

Probléme: Diese Methode funktioniert praktisch schlecht, da beim Berechnen der Abstéinde im R?
Whurzeln vorkommen, was die Rechnung sehr kompliziert. Cette méthode fonctionne mal en pratique, car
en calculant les distances dans le R? on obtient des racines carrées ce qui complique passablement le calcul.

Idee 3: 1dée 3:

Nimm statt der Summe der Betrdge der Ab- Ay

sténde die Summe der Quadrate der Absténde y(x)
zu g. Dadurch fallen bei der Rechnung die
Quadratwurzeln weg. |V||n 1
Choisis au lieu de la somme des valeurs
absolues des distances a ¢ la somme des
carrés des valeurs absolues des distances. Par
conséquent on élimine de cette maniere les
racines carrées.

Probleme: Praktisch ist zu einem gegebenen Wert x; der Messwert y; gegeben ~» P;. Die Gerade
soll so bestimmt werden, dass fiir die néchstgelegenen Punkte P € g die Summe der Distanzquadrate
| P;P}| minimal ist. Man hat das Problem der Minimalisierung unter der Bedingung, dass PP} L g gilt,
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was die Rechnung wieder sehr kompliziert. Einfacher wird es, hier einen Fehler in Kauf zu nehmen und

xf = x; zu setzen. En pratique on a pour une valeur z; donnée une valeur de mesure y; donnée ~»

(2
P;. La droite doit étre déterminée de maniere que pour les points les plus proches P/ € g la somme
des carrés de distance |P;P;| soit minimale. Le probléme de la minimalisation est 1ié & la condition

suivante: P; P L g. Cela complique le calcul. Il est plus simple d’accepter une erreur et de mettre x; = ;.

Idee 4: 1Idée 4:

Nimm statt Summe der Quadrate der Ab-
stdnde zu g nur die Summe der Ay;.

Choisis, au lieu de la somme des carrés des
valeurs absolues des distances a g, seulement
la somme des Ay;.

Probleme: Unter der Hypothese, dass die Kurve eine Gerade y = g(x) = a -z + b ist, gilt es nun, a
und b zu berechnen. Analog geht man bei andern Kurven vor, z.B. y = h(z) = a sin(bx + ¢).

Sous ’hypothese que la courbe soit une droite y = g(x) = a- x + b, il faut maintenant calculer a et b. On
procede de fagon analogue pour d’autres courbes, p.ex. y = h(x) = a sin(bz + ¢) etc..

Solution:

NE
=
<
I
M=
I

(yi — g())? (4 — (az +b))* := f(a,b) — Min

i=1 i=1 i=1
(2) ;(Ayi)Q = ;(yi — h(z))? = ;(yz‘ — (asin(bz + ¢)))* := f(a,b) — Min
— ition:  Of _9f _
Bedingung: Condition: 90 = b 0

1=1 n n nz:l
=-2Y vy xi—ada?-b> =0
i=1 i=1 i=1
of " n
% 222(% —axz‘—b)'(—l) =-2 Zyi—axi—bzo
=1 =1
n n
= Zyz Zaxz Z =>y—a z; —nb=20
i=1 i=1 i=1 i=1
1 & 1 &
Soit == Z x; (Mitterwert der z; valeur moyenne des x;), y=- Z Ui
i "=
n
= > szyz—aZx +bnzx
> /hy /hax—i—/hb:y()—afc-i-b:g
b=y — aT einsetzen: substituer: (= g=aZ+Db)
n n n
Z =a Y 2?4+ @G—a)nz=a(), 2? —nz?) +nxy
i=1 i=1 i=1
Indication:
1 X1 Y1
. 1 I T2 . Y2
Soit de := =1, ¥:= , =
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Formule: Hyp.:

Soit
y = a-x + b Regressionsgerade g Droite de régression g

The.
n
T;Yi —nITyY
55y @.5) —nap
a=— = - 5
S22 —na? (Z, %) —nZT
i=1
Z": _
TiYi —NTY
o 7i=1zz [ (Z,9) —nzy
b=y—= - =y—=x — 5
S22 —na? (Z,Z) —nZT
i=1
y@)=az+b=y = (z,y) €y
Schreibweise mit Varianz und Kovarianz — Facgon d’écrire a ’aide de la variance et de la
covariance
Considération:
§2 = — (x; —2)* = — (Z(ch —2r; 4+ 1°)) = — (sz —25023014-236 )
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
1< I 1 " 1 " 1 &
— (Y e 2ana ) = —— (Y ad) - na?) = —— (Y ad) - - (O w)?)
i=1 i=1 z=11 i=1
_ S22
—— ((#,7) — n?)

In der mathematischen Statistik ist es {iblich, die Varianzen s2, SZ und die Kovarianz s,, wie folgt

zu definieren: Dans la statistique mathématique on a la coutume de définir les variances s, SZ et la
covariance s,, comme il suit:

Définition:
1 < _ R 1< 1 )
= - D = (el () = (@8 - na?)
=1 i=1 i=1
2 1 - _\2 1 - 9 1 <& 9 . o
e Ik :—1(2%——(2%)) — (7.9) = n7)
i=1 i=1 i=1
1 " 1 n
Say T n_1 ;(xz_x)'(yi_g):n_l((;.myz) nxy)
1 I 1 n n N 1
:n_l(zxzyz E(sz)(Zyz))zn 1((50’,7;’)—71367;)
=1 i=1 i=1
Il vaut: Z 1(*T) J 1(~f>
vaut: T = —(Z,1), 1= — (¢, 1).
n Y n

Mit Hilfe der Varianz und der Kovarianz lasst sich die Regressionsgerade einfacher schreiben. Dabei
benutzen wir: A l’aide de la variance et de la covariance on peut simplifier la formule pour la droite de
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régression. Pour cela nous utilisons:

Sy S,
Lemme: a="2 b=b=g—z =

27 2
52 52

(Durch ausmultiplizieren verifiziert man leicht: ~ En multipliant les termes des deux c6tés on vérifie
facilement: Spy =82 -a )
Corollaire: Hyp.:

Soit
y = a-x + b Regressionsgerade Droite de régression

Sy S

__Theé.: Y= ﬁ Ny ﬁ
x x
Remarque: Fiir die Summe der quadratischen Abstédnde gilt: Pour la somme

des distances au carré il vaut:

i(Ayi)QZi(%—axi—b)QZi( —a(w; -

i=1 i=1 i=1
n n n
=X Wi—-9*-2a X(@—2) (4 -y +a® X(zi—2)°
i=1 i=1 i=1
=(n—1)-(s) —2as.y +a*z3) = (n— 1)-(s;—2aasi+a*22) = (n—1)-(s3 —a*x3)
- 2 2 a0 Sz _ Suy 2 _ 2
i=1 52 52
n
Théoréme: S (Ay)? =0 & (s4-8y)% =52,
i=1
6.2.3 Korrelation — Corrélation
Vorhin haben wir die Gerade g, : y(z) = a- 2z + b untersucht. Nous venons d’examiner la droite

gz y(x) =a-x+Db.
Da y die abhéingige und = die unabhéngige Variable war, schreiben wir priziser: Comme y était la
variable dépendante et x la variable indépendante, nous écrivons de maniere plus précise:

y(x) = ag - + by,

1+
3

| —
!
-
—
8

|
L)
—~
<

|
S
14+
—
8

|
L)
—
<

|
S

TiY —nTY

Il
—

)
8
<

4
a/g;:—:—:

2
n 2
_ S
Yoaf-nz? % !
i=1 n—1




6.2. REGRESSION — REGRESSION

Wir vertauschen nun alle Wertepaare (z;, y;).
D.h. wir betrachten y als die abhéngige und
z als die unabhéingige Variable. Dann ldsst
sich mit der Methode der kleinsten Quadrate
wieder die ,beste* Gerade g, : z(y) = ay -
y + by durch die Messpunkte finden. Nous
échangeons maintenant les paires de valeurs
(zi,9:). C.v.d. nous considérons y comme
variable indépendante et z comme variable
dépendante. Par conséquent on peut de nou-
veau trouver la droite la "meilleure” g,

xz(y) = ay -y + by par les points de mesure
a ’aide de la méthode des carrés minimaux.

Ha
P /_|_| y(x) =a,
a

Zuan
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|x+ by

1Xi

ay und b, erhdlt man aus a, und b, durch Rollenvertauschung der x;,  und y;, ¥:
On obtient a, et b, de a, et b, par échangement des roles de z;, T et y;, §:

n n
D YiTi —nyYT > (Wi —9) (i —T)
ay_i:l _ Syz _ =1
n _ 52 n _
>y —ny? v > (yi — )
=1 =1
n
S YL —nyx
=
by=2 -7 =
>y —ng?
i=1

Wenn man g, und g, in dasselbe Koordinatensystem einzeichnet, ist zu erwarten, dass zwei verschiedene

Geraden entstehen.
deux droites différentes.

Ideal wére allerdings, wenn g, und g, zusammenfallen wiirden. Dann hétte man:
deux droites étaient les mémes. Alors on aurait:

a; = tan(ay),

1
ay = tan(fy) = tan(§ —a,) = tan(as)
x
= tan(ay) ! 1
.- = n ) — =
ag - ay = tan(oy fan(a)

Andernfalls ist: Autrement on obtient:
ag - ay = tan(ay) - tan(Gy)

tan(a,)  tan(ag)
tan(§ — G,) tan(ay)

tan(ay)

- tan(ay + 9) 71

_ tan(oy)
Y tan(ay +6)
plus J est différent de 0. ~>

Qg - Q

y By a’y/
L=
A d)ﬁ\éy ay*'ﬁy:%i
y
AN

az - ay ist ein Mass fiir den Zusammenhang der beiden Geraden, d.h. fiir die Korrelation.
az - ay est une mesure pour le rapport entre les deux droites, ¢.v.d. pour la corrélation.

Si on dessine g, et g, dans le méme systeme de coordonnées, on peut s’attendre a

Il serait idéal si les

ist umso verschiedener von 1, je verschiedener § von 0 ist est plus différent de 1,

X
L
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Es gilt:  On consatate: (Sz, 8y > 0)
n n n 2
DYiTi —NYT YTy —nITY (X yizi—nya)
—1 —1 —1
Qg - Ay = : n : n = n : n ’
> a? —na? yi—ny? (X al-nz?) - (X vl —ni?)
i=1 i=1 =1 i=1

n
| > yiwi —nyzl
i=1 |5¢y|

\/aw Sy - sgn(ag - ay) = = = [Tyl
n 5 5 n 5 5 \/52 . 52
_ _ 2. 52
(X a7 —nz?) - (X yi —ny?) Y
i=1 i=1
. oy S . . .
Définition: 7oy = ——=— heisst Korrelationskoeffizient
2. 2
S n . , .
rey = ——=— s’appelle coefficient de corrélation
2. 2

6.2.4 Korrelationskoeff.: Bedeutung — Coeff. de corrélation: Signification

Etude:
1 n 1 n
~ ey = 0 & 0 = sy n_lz_:(xi—j;)-(yi_g) _ n—lE(Axi)'(Ayi) -
1 n 1 n - =
n_l((zxiyi) - nzy) < - 'sz‘yi = @) =19 T = (v1,..,2)", T = (W, 9)"
i=1 i=1
Conséquence:
Axl Ayl Axl Ayl
Tey =0 & ( ; y=0 & 1 S (T, =77
Az, Ayn Az, Ayn

Diese Situation tritt auf, wenn die Punkte
,wolkenartig“ verteilt sind, wie man schon mit y N e

vier Punkten sieht, die die Ecken eines achsen- \’% /I/

parallelen Rechtecks bilden. On a cette situ-

ation si les points sont distribués en forme de +

nuage, comme on voit déja avec quatre points -|/ 1\* X
qui sont situés dans les sommets d’'un rectan- ! >
gle.

Etude détaillée:

r1 1 x1 T Axq
Soient AZ = - = - ] = ,
Ici, on utilise: Tn 1 Tn z Az,
© = J(AZ, AY). Y1 1 Y1 y Ay
Ay=1| = |=u- = |-|:]=1 :
Yn 1 Yn Y Ayn
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Il vaut:
L - (AT, Ap) L7 - [AZ] - [Ag] - cos(e)

Sxy o n—1 n—1

= cos(p)

Tyy = - -
JE e L @nan L -(agpsp  w |AT AT

n—1 - -1

roy =0 & (AZ,A) =0 & AT L Af < cos(p) =0 (:Mp:g—i-n-ﬂ, nez

rey = 1 < (AZ, Ay) = |AZ] - |Ay] < AZ|Ay < |cos =1 ep=n-m, neZ
y (AZ, Ay y ] @ @ :

Corollaire:
Hyp.:
T 1 Y1 1
po=HAZ,Ay), AZ=| | —z-| ], Ay=|  [-y-|:
‘rTL 1 yTL 1
The.:
Tgy =0 @(ng—i-n-ﬂ, nezZ
|reyl =1 @ p=n-71, neZ
A Ado o d
AX, 5 b
) T c
fﬂ\'-""k 1 DC_? |0
V ¥l | ©
y ¥ Ax,| |ay
o
a o oa
= e - -
p=n-m, neZ gozg-i-n-ﬂ,nez
Exemple:

1. 2=1{2,3,4,6,8,12}, y=1{4,6,8,12, 16,24} (y=22) = r=1
2. x= {_215 _215 0) 0) 2) 21}) Yy = {4; _4; 3; _3, 4, _4} = r=-0.0106422
3. x={-21,-2,2,21}, y={4, —4,4, -4} = r=-0.024383

6.2.5 Rechnen mit Punktschitzern: Probleme — Calculer avec des estima-
teurs: Problemes

Soit ux = valeur attendue d’une grandeur mesurée X, Y := f(X).

Soit px estimé par un estimateur de vraisemblance sans biais jix.

= Y =puy + AY = f(ux) + f'(ux) (X = px) (Taylor).
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~ gy = py = f(px)+f(px) (X —px) = flpx)+ ' (px) (X —ix) = f(px)+ ' (px) (X = px)
=0

= y=py ~ f(ux)
Théoreme: Y =f(X) = g=puy = f(pux)

Amélioration de I’approximation:
1
Y =py + AY = flux) + f'(px) (X = px) + 5 f(px) (X = px)?
1 1
— iy & flux) + £ (px) -0+ 5 () 0% = flux) + 5 f(nx) o

., s _ _ B 1
Théoréme: TRux, yruy, Y =f(X) = y%f(ux)-l-gf”(MX)UX

Application pour des intervalles de confiance:
Soit pux € [T — Az, T+ Az], Az =ox ( bref ux =7 + Ax).
~ Probléeme: oy =7

g x) (X = px)

Y =f(X), Y= flux)+ f'(ux) (X —px) = Y = flpx) = f'(p
(f (X —px))? = o = (f'(ux))* 0%

= (Y — f(ux))* = (f'(px))

Théoréme: U%— ~ (fI(MX))Q Ug{

Nous allons continuer de développer ces idées dans les exercises. . . On trouve des explications auxiliaires
sous le lien qui suit:

http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf

6.3 Quant a la fin

On a ainsi discuté les premieres bases des statistiques. Mais en pratique, on ne peut pas faire de grands
sauts avec cela. On n’a pas encore parlé de ’analyse de variance, de ’analyse des séries chronologiques
et de telles choses. Beaucoup de tests ne sont pas mentionnés. . .

Probléme:

La distribution normale n’existe presque jamais dans la réalité, parce que les intervalles réels ne sont
pratiquement jamais infiniment grands et souvent ils ne sont que positifs. Beaucoup de variables de test
sont seulement des approximations. Pour un travail sérieux il faut un grand matériel de données. .. La la
littérature spécialisée va nous aider.


http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf
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Excercices

http://rowicus.ch/Wir//TheProblems/Problems.html



Anhang B

Fehler von statistischen Kenngroéssen
und Standardfehler

Ici, il y a pour le moment seulement le texte allemand a disposition. Momentanément, la traduction
francaise manque encore.
Siehe auf

http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf
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206 ANHANG B. FEHLER VON STATISTISCHEN KENNGROSSEN UND STANDARDFEHLER: LINK



Anhang C

Monte-Carlo, Resampling und
anderes

Ici, il y a pour le moment seulement le texte allemand a disposition. Momentanément, la traduction
francaise manque encore.

Siehe auf

http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf
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http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf

208 ANHANG C. MONTE-CARLO, RESAMPLING UND ANDERES: LINK



Anhang D

Eine Bootstrap—Anwendung Schritt
fiir Schritt (mit Mathematica)

Ici, il y a pour le moment seulement le texte allemand a disposition. Momentanément, la traduction
francaise manque encore.

Siehe auf
http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf
(Siehe auch http://rowicus.ch/Wir/MathematicaPackages/Bootstrap.pdf)

(Print: http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistdf_Print.pdf)
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http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistdf_Print.pdf
http://rowicus.ch/Wir/MathematicaPackages/Bootstrap.pdf
http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf

210 ANHANG D. EINE BOOTSTRAP-ANWENDUNG SCHRITT FUR SCHRITT: LINK



Anhang E

Datensatzinderung

Ici, il y a pour le moment seulement le texte allemand a disposition. Momentanément, la traduction
francaise manque encore.

Siehe auf
http://rowicus.ch/Wir/Scripts/Zusatz/AnhangStatistDatenkorrektur.pdf
oder

http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf
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212 ANHANG E. DATENSATZANDERUNG: LINK



Anhang F

Spezielle
Wahrscheinlichkeitssituationen

Ici, il y a pour le moment seulement le texte allemand a disposition. Momentanément, la traduction
francaise manque encore.

Siehe auf

http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf
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214 ANHANG F. SPEZIELLE WAHRSCHEINLICHKEITSSITUATIONEN: LINK



Anhang G

Hinweise zur Datenanalyse

Ici, il y a pour le moment seulement le texte allemand a disposition. Momentanément, la traduction
francaise manque encore.

Siehe auf

http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf
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216 ANHANG G. HINWEISE ZUR DATENANALYSE: LINK



Anhang H

Crashkurs Kombinatorik,
Wahrscheinlichkeit: Link

Ici, il y a pour le moment seulement le texte allemand a disposition. Momentanément, la traduction
francaise manque encore.

Nouvel exposé allemand voir:
http://rowicus.ch/Wir/Scripts/TEIL6dCrashKursWahrschKomb.pdf
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218 ANHANG H. CRASHKURS KOMBINATORIK, WAHRSCHEINLICHKEIT: LINK

Ende Fin
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