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Bedingungen:

e Alle Probleme sind selbsténdig zu 16sen. Unehrenhaftes Verhalten
hat einen sofortigen Ausschluss von der Priifung zur Folge.

e Fiir die Schrift ist dokumentechtes Schreibgeréit zu verwenden.
Bleistift wird nur bei allfilligen Zeichnungen und Skizzen akzep-
tiert.

e Es wird eine saubere und klare Darstellung des Losungsweges mit
Angabe von Ideen und Zwischenresultaten verlangt. Resultate
ohne Herleitung werden nicht akzeptiert.

e Bei Verwendung von Dezimalbriichen darf die Abweichung der
Schlussresultate vom exakten Resultat nicht mehr als 0.1% be-
tragen.

e Physikalische Einheiten diirfen generell weggelassen werden, sofern
nicht anders vermerkt.

e Resultate sind doppelt zu unterstreichen.
e Ungiiltige Teile sind sauber durchzustreichen.

e Pro Aufgabe ist ein neues Blatt zu verwenden. Die Riickseiten
der Schreibblatter miissen leer bleiben. Sie werden vielleicht nicht
korrigiert!

e Erlaubte Hilfsmittel: Kursunterlagen (Kurzfassung), Formel-
biicher, Taschenrechner, Schreibpapier und Schreibzeug.

e Punkte: Pro Aufgabe sind 12 Punkte méglich, wenn nicht anders
vermerkt.

e Ziel: Wenn mehr als 6 Aufgaben gegeben sind: 6 Aufgaben
auszuwéhlen und zu 16sen.
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Aufgabe 1

Aufgabe 2

Klasse E1A

Viel Glick !

(12 Punkte)

In einer stark windigen Berggegend soll ein Kran gebaut werden. M ist der Fusspunkt
dieses Krans, der einen horizontalen Arm mit dem Radius von 20 Metern hat. Die
Hohe vom Fusspunkt bis zu Arm misst 22 Meter. In der Nihe des Krans verlduft sehr
geradelinig eine elektrische Leitung. Der néchstgelegene Draht geht vom Punkte P;
eines ersten Mastes zum Punkte P, eines zweiten Mastes. In einem speziell gewahlten
Koordinatensystem ist M gegeben durch M (0,0,0), P, durch P;(0,30,10) und P» durch
P»(20,40,30) (alle Angaben in Metern). Der Leitungsdraht sei fiir die Rechnung durch
eine Gerade g approximiert (jeweils beidseitig der Masten in Leitungsrichtung). Es
besteht das Problem zu untersuchen, ob bei einem unvorhergesehenen Umkippen des
Krans um den Fusspunkt M Gefahr fiir die Leitung besteht. Da die Drihte durch eine
Gerade approximiert sind und zudem schwingen konnen, soll im ungiinstigsten Fall eine
Sicherheitsdistanz von 5 Metern zwischen der Geraden und der Kugelsphére um M mit
dem Kippradius eingehalten werden.

(a) Skizzieren und beschriften Sie die Situation.
(b) Berechnen Sie den kiirzesten Abstand von der Geraden g zum Fusspunkt M.

(c) Berechnen Sie den Kippradius des Krans um den Fusspunkt M und entscheiden Sie,
ob die Sicherheitsdistanz eingehalten werden kann.

(12 Punkte)
1 10
Gegeben sei die Matrix A=|1 1 1] sowie die Ebenenschar ®y:
0 1 1

1 1 1
(A, ) =h ( 0 ) + A (—ﬂ) + p (ﬁ)
1 1 1

(a) Berechnen Sie von A die Determinante sowie die Spur.
(b) Berechnen Sie von A die Eigenwerte und die zugehérigen Eigenvektoren.

(c) Berechnen Sie daraus die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren
von A2 =A- A.



(d) Durch A und A2 sind zwei lineare Abbildungen gegeben. Suchen Sie die durch A und
A? erzeugten Bilder der Ebenenschar ®;,. Was fillt dabei auf?

-1 1 1
(e) Durch den Ursprung und die Vektoren ( 0 ), (—\/5 ) , (\/5 ) ist ein Tetraeder

1 1 1
definiert. Wie édndert sich sein Volumen bei der Abbildung durch A?

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Bilden Sie siamtliche Permutationen der drei Zahlen 1,2,3 und interpretieren Sie jede
Permutation als einen Punkt in einem réumlichen Koordinatensystem. (Skizzieren Sie die
Situation.)

(a) Welche Figur entsteht dadurch?

(b) Begriinden Sie Ihre Vermutung. (Verwenden sie dazu die Vektoren, die durch die
Punktepaare mit kiirzestem Abstand gegeben sind.)

(c) Berechnen Sie die Koordinaten des Schwerpunktes S der Figur.

(d) Durch den Ursprung O, die Figur sowie den Punkt Q(4, 4, 4) ist ein Kérper definiert.
(Der Korper entsteht durch Verbindung benachbarter Punkte der Figur sowie durch
Verbindung dieser Punkte mit O und @.) Berechnen Sie den Volumeninhalt dieses
Korpers.

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Betrachten Sie in der komplexen Zahlenebene C ein beliebiges Dreieck mit den Eckpunk-
ten (Zahlen) zi, 29,23 und dem Schwerpunkt z;. (Die Eckpunkte sind nummeriert im
Uhrzeigersinn. Fertigen Sie sich eine Skizze an!) Wenn Sie iiber jeder Seite nach aussen
das gleichseitige Dreieck errichten, erhalten Sie drei neue Eckpunkte pi,pa,ps (p1 soll z;
gegeniiber liegen etc.). Die Schwerpunkte dieser gleichseitigen Dreiecke sind my, mo, ms
(mq im Dreieck mit p; etc.).

(a) Berechnen Sie p1,ps und p3 (zyklisch!).
Hinweis: Interpretieren Sie die komplexen Zahlen als Vektoren. — Z.B. entsteht der
Punkt p1 aus z9 durch Drehung um z3 um einen bekannten Winkel. Nutzen Sie hier
die Beziehung zwischen Drehverhalten und Multiplikation komplexer Zahlen aus.

(b) Berechnen Sie die Schwerpunkte mq, mg, ms.

(c) Berechnen Sie den Schwerpunkt z,, des Dreiecks mit den Eckpunkten m;, mo, ms und
vergleichen Sie diesen Punkt mit dem Schwerpunkt zs des urspriinglichen Dreiecks.

(d) Zeigen Sie, dass das durch m1, mg, ms gegebene Dreieck immer gleichseitig ist, indem
Sie zeigen, dass sich z.B. der von m1 nach msy zeigende Seitenvektor um den Winkel
% in den von mj nach m3 zeigenden Seitenvektor drehen lidsst. (Wegen der zyklischen
Vertauschung muss z.B. nur dieser Fall behandelt werden.)

im
3

Hinweis: Beniitzen Sie bei der Rechnung Beziehungen wie 1 —e3 = —e 3 =e¢e 3

was aus einer Skizze sofort ersichtlich ist.



Aufgabe 5

Aufgabe 6

(12 Punkte)

Gesucht ist die Menge der Vektoren {(z1, 2, x3,z4,75)7 } := UL, die senkrecht stehen auf
den gegebenen Vektoren v = (1,2,3,4,5)7, 1 = (2,3,4,5,6)7 und 73 = (3,4,5,6,7)7.
(U1, V2 und U3 spannen einen Unterraum U C RS auf. U~ heisst Orthogonalraum.)

(a) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung der Vektoren aus U+. Verwenden Sie dabei
die Koordinatenvariablen mir den hoheren Indices als Parameter.
Hinweis: Skalarprodukt, Gleichungssystem.

(b) Untersuchen Sie, fiir welche k der Vektor (k,1,—2,1,k)" zu U+ gehort.

(12 Punkte)

(a) In einem Koordinatensystem befinden sich auf der z—Achse zwei Punkte F}(c, 0) und
F5(—c,0). Die Menge der Punkte P(x,y), fiir die gilt

|d(P.Fy) — d(P, F»)| = const. = 2a

bildet eine Kurve mit zwei Asten, Hyperbel genannt. (d steht fiir Distanz.) Wir setzen

b> = ¢ —a?, b > 0. Damit lisst sich aus der Gleichung |d(P.F}) — d(P, F2)| = 2a
2,2

durch Umformen die Gleichung % —
durch.

(b) Parallel zu einer geraden Meereskiiste fihrt ein Schiff. An der Kiiste befinden sich
zwei Stationen A und B der Kiistenwache 320 km voneinander entfernt.Ein Koordi-
natensystem sei so gelegt, dass die z—Achse auf der Kiistenlinie liegt, A und B gleich
weit vom Ursprung entfernt liegen und die y—Achse Richtung Meer zeigt. (Machen
Sie sich eine Skizze.) Da es moglich ist, mit Hilfe der hochentwickelten Navigations-
technik einigermassen exakt Kurs zu halten, weiss man auf dem Schiff infolge einer
fritheren Positionsbestimmung, dass der Abstand zur Kiiste y = 80 km betriagt. Um
10 Uhr (£1 pusec) senden die beiden Stationen A und B je ein identifizierbares Ra-
diosignal aus, das sich mit Lichtgeschwindigkeit (ca. 310° %) ausbreitet. Das Signal
von A wird auf dem Schiff 400 usec frither registriert als das Signal von B. Damit
ldsst sich die Position des Schiffes auf der x—Achse bestimmen. Fiihren Sie die Posi-
tionsbestimmung durch! (Berechnen Sie die zur Laufzeitdifferenz des Signals gehorige
Léngendifferenz d in Kilometern und lassen Sie dann die Einheiten weg.)

Hinweis: Verwenden Sie den 1. Teil der Aufgabe.

= =1 gewinnen. Fiihren Sie diese Umformung
a



Aufgabe 7 (12 Punkte)

20) = 6+ 5) +ilt - 3)

z(t) mit ¢ € R beschreibt eine Kurve in der komplexen Zahlenebene.

(a) Um welche Kurve handlet es sich? Skizzieren Sie die Kurve und berechnen Sie die
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.
1
(b) Wo liegen die Punkte w(t) = 3 (2(t))? —0.754, wenn t die reellen Zahlen durchliuft?

Skizzieren Sie auch diese Kurven und berechnen Sie die Schnittpunkte mit den Ko-
ordinatenachsen.

(c) Berechnen Sie die minimalen Werte von |Re(z(t)) — w(t)| und |[Im(z(t)) — w(t)].
Was lisst sich daraus fiir die minimalen Werte von |z(t) — w(t)| folgern?

— ENDE —



