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Conditions :

— Tous les problemes sont a résoudre soi-méme. Un comportement qui
n’est pas honnéte a comme conséquence l’exclusion immédiate de
I’examen.

— Pour écrire il faut un moyen ineffacable. Le crayon est accepté
seulement pour les dessins et les esquisses.

— On demande une représentation de la déduction de la solution claire
et propre avec l'indication des idées et des résultats intermédiaires.

Les résultats sans la déduction ne sont pas acceptés.

— Quand des fractions décimales sont utilisées le résultat exact et le
résultat présenté ne doivent pas différer de plus de 0.1%.

— Les unités physiques peuvent étre omises généralement, sauf avis
contraire.

— Les résultats sont a souligner doublement.
— Les parties non valables sont a tracer de maniere propre et nette.

— Pour chaque probleme, il faut utiliser une nouvelle feuille. Les versos
des feuilles doivent rester vides. Peut-étre elles ne seront pas corrigées !

— Moyens permis : Dossiers de cours version abrégéé (résumé), livres
de formules, calculatrices, papier et écritoire.

— Points : Par devoir, 12 points sont possibles, sauf avis contraire.

— But : Si pour 'examen plus de 6 probléemes sont donnés, il faut en
choisir 6 et les résoudre.
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Examen de diplome préalable 2 en mathématiques 2001

Probléme 1

Classe B2

Bonne chance!

(12 points)

Soit donné un tétraedre T(ABC’D) avec les sommets A, B,C, D.
A=A(1,1,1), B=B(-1,2,3), C =C(5,4,7), D = D(3,8,11). Le volume est V.
Nous spécifions par M (AB) le point au milieu de Parréte AB par M (AC’) le pomt au

milieu de 'arréte AC etc.. Le poit X est calculé par OX= O - O - OC + O

Les 3 points, chacun au milieu d’une arréte, forment avec X de nouve;lu un tetraedre, ce
qui est possible de 4 manieres :

T1(X,M(AB), M(AD),M(BD)), T2(X,M(AC),M(AD),M(CD)),
T3(X,M(AB), M(AC), M(BC)), Ty(X,M(BC),M(BD),M(CD)).

En outre 3 centres d’arrétes forment un tétraedre avec le sommet en commun ce qui est
aussi possible de 4 maniéres :

Ei(A,M(AB),M(AC),M(AD)), E2(B,M(AB),M(BC),M(BD)),
Es(C,M(AC),M(BC),M(CD)), E4D,M(AD),M(BD),M(CD)).

(a) Calculer le volume V; qui reste si 'on découpe du tétraédre T les tétraedres plus
petits Ty, 15, T3, Ty.~ V : V3 =7

(b) Calculer le volume V5 qui reste si 'on découpe du tétraedre T' les autres tétraedres
plus petits Ey, Ey, E3, E4.~ V:Vo=7

L’esquisse a c6té montre 1" avec T7.




Probléme 2

Probléme 3

L’esquisse montre une fonction f(x)

(12 points)

3

=az® z > 0. A Ps(x9,y = ax}) on a donné la

tangente et la normale. Les points Py . .. P; ainsi définis marquent des surfaces triangulaires
resp. des surfaces dont une ligne de bord est "’arc de parabdle”.
On nomme les surfaces de la facon suivante (faire une esquisse!) :

(PoPsPsPy) ~ Ay,
(PyP3PsPs) ~ Ay,

(PoP3P5sPy) ~ Aa,
(PsPsP;Ps) ~ As,

(PoP1PyPy) ~ As,
(PyPyP5Psy) ~ As.

Calculer les rapports des surfaces suivantes. Examiner comme il faut choisir n afin que le
rapport respectif soit indépendant de zy. Examiner aussi I'influence de a.

(a)

(a) A;: Ay
(b) Ay : Az
P7 (c) Ay: As
o o5 (d) Ay : As
(e) Ay: Ag
(f) (Ag-Ay): (A5 - As)
Po /P2 P3 P4
1

(12 points)

Un gateau rond au contenu A = 2 soit dédoublé. Un des morceaux au contenu Ag
qui sont crées a cette occasion soit encore partagé en deux. A cette occasion deux
nouveaux morceaux plus petits au contenu A; sont crées. Un d’entre eux est aussi
partagé en deux. A cette occasion deux nouveaux morceaux plus petits au contenu
Ay sont crées. Un d’entre eux est aussi partagé etc., a ce qu’il y ait théoriquement
une série infinie de pieces.

Ecrivez la série A = Ag+ A1 +Ax+... = § Ay ainsi obtenue de fagon correcte avec
des nombres. De quel type de série s’agit—?l‘?

Dans un diagramme, on dessine la fonction constante Ay sur 'intervalle (0, 1], ensuite
on dessine la fonction constante A; sur 'intervalle(1, 2], puis la fonction constante As
sur l'intervalle (2,3] etc.. Ainsi on obtient une fonction dont le graphe a la forme
d’ un escalier qu’on peut aussi interpréter comme diagramme de baton. Dessiner le
diagramme et calculer le contenu sous la courbe, c.-a.-d. le contenu de tout les batons.

1
Dessiner dans le diagramme fait sur (0, c0) encore la fonction f(z) = (5)”*1. Calculer

le contenu de la surface entre les batons et la courbe de f.

Un gateau rond au contenu A = 3 soit divisé en trois parties. Un des morceaux au
contenu By qui sont crées a cette occasion soit mangé, un deuxieme soit de nouveau
divisé en trois parties. A cette occasion trois nouveaux morceaux plus petits au con-
tenu Bj sont crées. Un d’entre eux soit mangé, un deuxieme soit de nouveau divisé
en trois parties. A cette occasion, trois nouveaux morceaux plus petits au contenu Bs



sont crées. Un d’entre eux soit mangé, un autre a son tour divisé en trois parties etc.,
jusqu’a ce il y ait théoriquement une série infinie de pieces, bien qu'une quantité de
pieces infinie ait été mangé.

o0
Ecriver la série By + B1 + Ba+... = ). By des pieces non mangées ainsi obtenue de
k=0
fagon correcte avec des nombres et calculer la somme exacte.
Probléme 4 (12 points)

La fonction f(z) = az* + h avec f(0) =
het f(—2) = f(%) = 0 décrit la coupe
transversale d’un tunnel d’apres le croquis
ci—contre.

Ilest h=3.5m, b=6.5m et =20km.

(a) Calculer f(z). Faire une esquisse exacte du profil du tunnel.

(b) Calculer le volume & enlever lors de la construction du tunnel.

(¢) Comment changer la hauteur h, si a reste le méme, afin que le volume & enlever soit
double ? (Attention : Si h est changé, b est aussi changé!)

Probleme 5 (12 points)
3
Nous connaissons la dérivée f'(z) = T 3z d’une fonction inconnue f(z), dont nous
savons cependant qu’il est f(0) = 5.
(a) Calculer f(x). Faire une esquisse de f(z) sur I = [-5,5].

(b) Calculer les places de valeur extrémes de f(z) ou la tangente est horizontale.
(c) Calculer les zéros de f(x).
)

(d) Calculer ff(az) dx.
2

Probléeme 6 (12 points)

Les problemes partiels suivants sont indépendants. Ils donnent le méme nombre de points.
Tous les pas intermédiaires de la solution sont a retenir par écrit sur la feuille de solution.

s
(a) Intégrer a la main : [z -cos(z)dz =7
1

(b) Pour quelles valeurs de z € [0, 7] la courbe de x - cos(z) a la pente 17

(c) Différencier a la main : d—(az e’ — e‘”z) =7 r=0 = a="7
x

(d) Chercher & la main une fonction antidérivée & : f(z) = x - sin(z?) — cos(2x) + e
T

Probléme 7 (12 points)

Le graphe de la fonction f(z) = e™* pivote autour de 'axe z. Il se forme un corps de

révolution qu’on peut imaginer en tant que colonne.



(a) Calculer le volume du corps de révolution entre x = 0 et x =1
(b) Calculer le volume du corps de révolution entre z = 0 et z = 00

(c) Comment ext—ce qu’il faut choisir zy afin que le volume du corps de révolution entre

. , T
x =0 et x = xg devienne égal a 1 ?

— FIN —



